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ЕТ КЕ قلدیدا من ناجیه‎ E Т сес 
وتوفير المراجع العلمية في فرعين أساسيين من فروع علم الاقتصاد » وهما‎ 
الاقتصاد القياسي والرياضي » لذلك كانت الحاجة ماسة إلى وجود كتاب يغطي‎ 
هذا التخصص الذي يشكل جوهر قياس العلاقات الاقتصادية ويسد حيز الفراغ‎ 
في المكتبة العربية وتحقيقا لهذا الغرض فقد تم التعرض لبعض الموضوعات‎ 
هذا التخصص . حيث تم الاعتماد‎ ДЫ ذات الصلة والتي ينبغي معالجتها في‎ 
على النظرية الإحصائية كأحد الأدوات المستخدمة في قياس العلاقات‎ 
وم‎ E الافتسادية جا ررر وة پل ا‎ 
شوه اا ا یه من و ر و‎ кү 
لذلك فإن هذا الکتاب يشتمل على قسمين رئيسيين : يضم القسم الأول‎ 
مبادئ الاقتصاد القياسي في حين يحتوي القسم الثاني على أسس الاقتصاد‎ 
الرچاضي‎ 
قسم على حده على‎ JO وقد اعتمدنا في تناول الموضوعات المتعلقة‎ 
أسلوب تبسیط المعلومة وعدم الخوض في تفاصیل قد تزید من حدة تعقيد‎ 
. المشكلة وعرقلة فهمها بصورة جيدة‎ 
وأرجو أن أكون قد وفقت في عرض هذه الموضوعات وأن يفي هذا‎ 
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الفصل الأول 
ماهية وطبيعة الاقتصاد القياسي 


يعتبر الاقتصاد القياسي أحد فروع علم الاقتصاد حيث يرتكز اهتمامه 
على تقدير العلاقات الاقتصادية من الناحية الكمية » بجانب أنه يهتم 
بالتحليل الكمي للسلوك الاقتصادي » وللوصول إلى ذلك فان الأمر 
يتطلب استخدام أساليب مختلفة للتعبير عن الظواهر الاقتصادية 
А‏ العلاقات القائمة بين مختلف المتغيرات الاقتصادية فهناك الأسلوب 
الوصفي والكمي والبياني والر ا ويعتمد الأقتصاد القياسي على 
استخدام الطرق الإحصائية والاستفادة من نتائجها في قياس العلاقات 
الاقتصادية المختلفة . وقد أورد كل من ساملسون » وستون ۰ وكوب 
فونز تعريفاً واضحاً لعلم الاقتصاد القياسي بأنه التحليل الكمي لظاهرة 
اقتصادية حقيقية مبنية على الملاحظات وتطور النظرية الاقتصادية . 


: وظائف الاقتصاد القياسي 


تنحصر وظائف علم الاقتصاد القياسي فيما يلي : | 

° شزح التغير لظاهرة أو ظواهر dbi dcum‏ المتغيرات 
المختلفة المؤثرة في حدوث هذا التغير . 

ө‏ توفير التقدير الكمي للقيم التي تتعلق بالعلاقات التي تربط بين 
المتغيرات الاقتصادية في صورة رقمية . 


ә 


ө‏ توفير العناصر والأدوات والأساليب التي يتم على أساسها رفض أو 
قبول النظريات الاقتصادية . 

. اختیار الفروض بين المتغيرات الاقتصادية‎ ө 

дёйш oi оа ду айры datur ۵ 
. بالمتغيرات‎ 

Адый e‏ انهل الدوال الرياضية المعبر: عن العلافات اناقتص ادية 


بصورة و اضحه . 


: النماذ ج و المتغیرات 


زاد انتشار النماذح في الاونة الأخيرة حيث حاول الاقتصادیین 
القياسيير تکوین сЗа‏ للتوازن وذلك لنفهم العلاقة بين الإنتاج 


| والاستهلاك ES‏ في اقتصاديات السوق ٠‏ كما أهتم ЖОР,‏ 


المنشآت الاقتصادية بتطبيق بعض النماذج الرياضية في حلول المشاكل 
الإدارية والإنتاجية وعمليات الشراء والتخزين . ويعتبر النموذج أحد 


. المكونات الأساسية لمشاكل اتخاذ القرار فالنموذج هو عبارة عن 
ملخص للوضع الحقيقي يتم التعبير عنه في صورة معادلات رياضسية- 


تستخدم في دراسة وتحليل خواص النموذج وتحتوي على متغيرات 
يمكن قياس البعض منها في حين لا يمكن القياس أو التحكم في البعض 
الآخر منها . 

аы,‏ املاع كلى توعان هنا 

s‏ تولخ اس Soi‏ کی uote Жай чё‏ تمر 


الوقت بشكل واضح وصريح . 
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e‏ النموذج الحركي ؛ وجو الذي يلعب فيه الوقت عنصرا هاما ودورا 
حیویا ودرجة الاختلاف بین النموذجین تکمن في مدی البساطة Я‏ 
التعقید المتعلقة بمراحل توصيف المنهخية أو الاجراءات الخاصة 
بكل نموذج ومن الناحية النظرية نستطیم اختزال أي نموذج حركي 
إلى نموذج ساكن » ولكن МАЙ‏ يختلف عند التطبيق العملي حیسث 
يؤدي ذلك إلى تعقيدات خاصة بطبيعة المنهج مما يصعب من 
هذا ويمكنا القول بأن النماذج الساكنة تستخدم لعدة أغراض منها أنه 
قد يكون النموذج الساكن أفضل طريقة لوصف مشكلة ساكنة مسن 
خلال التعمق والإدراك لتفهم مكونات وأبعاد هذه المشكلة . كما أن 
هذا النموذج يعد من الركائز الأساسية التي يتم على أساسها بناء 
وشرح الظواهر الاقتصادية الرياضية . 


آما فيما يتعلق بالمتغيرات فهي تعبر عن عناصر قيمتها متغيرة أي أن 
المتغير يأخذ قیما مختلقة طبقاً لنقاط ملاحظته » فالدخل القومي لدولة ما 
قد يكون ۱۰۰۰۰۱۰۰ ۱۰۰۰۰ ۰ وحدة أو أي رقم آخر . ولهذا 
السبب (أي اتخاذ المتغير لعديد من القیم) عادة ما يتم استخدام — 
الرموز للتعبير عن المتغيرات . وهناك العديد من المتغيرات الشائعة. 
الاستخدام في الاقتصاد والرموز التي ارتبطت بها مثل الإنفاق . 
الاستهلاك (ك) . والإنفاق الاستثماري (ث) » الصادرات (ص) ٠‏ 
الواردات (م) ٠‏ الأسعار (س) وغيرها . 

ويمكن تقسيم المتغيرات إلى ثلاثة أنواع هي : 


رابعا : 


„Кеш 


أ- المتغيرات الداخلية Endogenous Variables‏ وهي تلك 
المتغيرات التي تؤثر في النموذج وتتأثر به 

ب- المتغيرات الخارجية Variables‏ 55 وهي تلك 
المتغيرات التي تؤثر في النموذج ولا تتأثر به . 

ج- المتغيرات المستقلة Independent Variables‏ و هي تلك 
المتغيرات التي لا تؤثر في النموذج ولا تتأثر به . 

كما تختلف المتغيرات الداخلية والخارجية طبقا للنموذج المراد دراسته 


فما يعتبر متغيرا داخليا في نموذج ما قد يكون تسد SMS‏ 


نموذج آخر . 


العلاقات الدالية والمعادلات أو المتباينات 
يمكن أن نستفاد من المتغيرات التي سبق ذكرها بصورة محدودة فسر 
حالة ارتباط بعضها البعض في علاقات مختلفة e‏ هذه العلاقات بين 
المتغيرات يمكن وصفها فيما يسمى بالعلاقات الدالية . فعندما ندرس 
العلاقة بين بين الكمية المطلوبة (ك ط) من سلعة معينة وبين سعر هذه 
Ecc) aer мы мо:‏ 
ешш ы лге m‏ 
ك ط > د (س) 


E‏ نلاحظ }+ \ لكمية | А20 "Y P‏ خت ا уша:‏ ها یگ 
و OQ‏ هي 2 بع cu‏ أن تعییر ها یضون 


نتيجة لتغيير السعر (المتغير المستقل) . كما نلاحظ أن التغيير في 
المتغير التابع قد يتوقف على عدد من المتغيرات المستقلة بدلاً من 
متغير واحد فتكون الدالة متعددة المتغيرات. وتعين النظرية الاقتصادية 


БАУ 


أنواع العلاقات القائمة بين المتغيرات بدون أن تضعها في صورة 
محدودة فالنظرية توضح مثلاً اعتماد الكمية المطلوبة على السعر غير 
ЕИО (bil. ОГУЛ sos ad‏ اا 
معدلات التغيير التي تربط المتغيرات الواردة في هذه النظرية . غير 
أن هناك اعتبارات تتعلق بالطرق الإحصائية المستخدمة تدفع نحو 
استخدام علاقات خطية وأن تلك التي تفترض ثبات معدلات التغير . 
فإذا افترضنا أن العلاقة بين الكمية المطلوبة من سلعة ما وبين سعرها 
كانت علاقة خطية على النحو : 

ك ر = ا ب س. 
حیث تسمی الثوابت أ » ب بمعالم المغادلة » ویوضح المقدار (أ) قيمة 
المتغیر التابع عندما يختص المتغیر المستقل أي الصفر . آما المقدار 
(ب) فیوضح نسبة التغییر في المتغیر المستقل إلى التغییر في المتغیر 
التابع أو ما يسمى بمیل الدالة وهو مقدار ثابت . 
ویمکن نقسیم العلاقات الاقتصادية إلى : 


أ- العلاقات الاقتصادية السلوكية : حیث يتم على أساسها بناء 
التصرفات الاقتصادية المختلفة لأنها تصف سلوك الوحدات 
الاقتصادية فيما يختص بالظواهر الاقتصادية فهي تصف س لوك 
الأفراد فيما يتعلق بالاستهلاك والدخل والأسعار حيث يمكن تمثيل . 
هذه العلاقة في المعادلة التالية : 

C = Bo + B, Log Y *B;LogP . 


حيث (C)‏ تعبر عن الاستهلاك (Y) ٠‏ تعتبر عن الدخل (P) e‏ 


تعبر عن الأسعار » أما (Во, 8, Вз)‏ فهي معاملات هذه العلاقة 
Е,‏ اد تکاس پر لكلل О dla disc‏ 4:3 
يتوقف على سعرها في علاقة خطية مسثلا يعتبر من قبیل 
уыш‏ السلوكية » والقول بان Lj gU! ашу‏ 
عكسياً بسعر الفائدة السائدة في السوق یعتبر من قبیل المعادلات 


ولا يقتصر هذا النوع من المعادلات على وصف سلوك الأفراد 
المتعلق بمختلف الظواهر الاقنضادية بل ad‏ یمتد لیسف النواحي 
UNES‏ مين а р А‏ كةو نو pO CEU‏ 


|الإنتاج المستخدمة (دالة الإنتاج) والتي يمكن التعبير عنها في 


: А4060 الصورة‎ 
Q-yk^L" 


حیث (Q)‏ تعبر عن уз gi‏ تعبر عن وسيلة (L) ау‏ 
تعبر عن عنصر العمل وهده العلاقة فنية حيث توضنح كيفية 


„я T 


تحقيق الناتج باستخدام عناصر الإنتاج أو فنون إنتاجية معينة . 


آما فيما يتعلق بكل من ( ۰۵ ۷ ) فهي تعبر عن قيم ثابتة . 

العلاقات الجزئية والكلية : العلاقة الجزئية هي تلك العلاقة التي 
تتعلق بالبنية الفردية أو بالوحدات الاقتصادية » وهي تتناول 
السلوك الاقتصادي لهذه الوحدات كعلاقة العرض الخاص بمنشأة 


(31 


„Үү 


اقتصادية معينة » وعلاقة Шай‏ وی аный‏ ات 
المطلوبة من سلعة معينة وأسعار هذه السلعة . وغیرها من 
العلاقات التي نتعلق بنشاط اقتضادي جزني » وأما العلاقات 
الاقتصادية الكلية فهي تلك العلاقات التي CERA‏ 
اقتصادية ۰ تتصل بالسلوك العام والبنية العامة للاقتصاد » مشل 
علاقة الاستهلاك العام وعلاقة الادخار العام . | 
العلاقات التعريفية والقانونية : ويطلق على هذا النوع من 
المعادلات اسم المتطابقات نظرا لضرورة تحقيق الساواة بين 
الطرفين دائماً . فهي علاقات تحدد قيمة المتغير التابع بتحديد 
تعریف له في ss‏ 


Ее Та القيمة‎ 

أما العلاقات القانونية فهى التي يتم تحديدها بناء على قوانين لها 
على نسبة معينة طبقا لقانون الضرائب وهي ممكن أن تتغير وفقا 
للتغيرات القانونية التي تطرأ على تعديل التشريعات . 

العلاقات التوازنية : وهذه العلاقة تتحقق غند حدوث التوازن 
فقط ومن أمثلة ذلك شرط توازن السوق لسلعة معينة لا يتحقق إلا 
o zs‏ الكمية ы т‏ 
العرض الكلي . 


ومن الجدير بالذكر أن هذه العلاقات الاقتصادية التي يتم تقديرها كمي 

في شكل معادلات أو متباينات aM‏ وأن تتسم بالخصائص أو الصفات 

التالية : | 

kx UAI КЕСЕК оты 

| هدف معين . T"‏ 

۲- السهولة : أي أن تكون المعادلة الاقتصادية سهلة الفهم واضحة 
المعنى . | 

-٣‏ مطابقه البيانات الاقتصادية : وهذه مسئولية الباحث من حيث 
الاهتمام بدراسة المشكلة الاقتصادية وتحديد ومعرفة البيان ات 
الضرورية TE‏ التغير للظاهرة الاقتصادية والمتغيرات. 

| ет ٠ 

Айз —‏ المعاملات : وتوضح الأهمية التي ينبغي على الباحث 
معرفتها في ДЫ‏ فهم لنظرية الاقتصادية رولك لشرح وتفننیر 
وتحلیل المعاملات وفقاً لقواعد ad‏ علمية معينة . 


وفي حالة ji‏ هذه الخصائص فان التقدیر الکمي للعلاقات الاقتصادية 
ыыы‏ افو Йа‏ بل حوتف رذن аа‏ رکه 
غير ملائم بسبب الفروض الخاطئة » وقد يكون هذا الخطأ من نوعين 
هما : o‏ | 

- قد يكون الفرض بنساطة йы‏ للمشاهدة اليومية بمعنی أن تکسون 


النظرية قد افترضت وجود منافسة ALAS‏ فى حين أننا نرى أن 


المنافسة غير كاملة وقد يرجع ذلك إلى أن Sci гый‏ الحقيقية 
معقدة لدرجة لا يمكن وصفها بالكامل . 
- استحالة النقد القائم [Де‏ التجريد أو الابهام . 
وخلاصة ما سبق أن النظرية لابد وأن تحتوي على ثلاثة عناصر هي : 
-i‏ البيانات التي تشكل معالم المجتمع . 
АИ ТИ eet‏ 


ج- افتراضات السلوك التي يتم على أساسها تحديد قيم المتغيرات . 


خامساً : الفرق بين الاقتصاد القياسي والاقتصاد الرياضي 
Econometrics and mathematical Economics‏ 

سبق وأن أشرنا إلى أن الاقتصاد القياسي يهتم بتقدير العلاقات 
الاتتصادية من الناحية الكمية Cus‏ يعتمد على استخدام الطرق 
الإحصائية والاستفادة من نتائجها في قياس هذه العلاقات المختلفة . كما 
أنه يساعد على اختبار الفروض بين المتغيرات الاقتصادية وتوفير 
الأدوات والأساليب التي يتم على أساسها رفض أو قبول النظریات 
الاقتصادية » كما يهتم بالعمل على استخدام العلاقات التي تم تقديرها 
في كيفية التنبؤ بالقيم الخاصة بالمتغيرات الاقتصادية . 

أما الاقتصاد الرياضي فهو يهتم بتوصيف النظرية الاقتصادية في 
صورة رياضية وذلك من خلال استخدام الرموز والطرق الرياضية 
لاشتقاق العلاقات الاقتصادية من الافتراضات الأساسية . وقيد بفید 
استخدام الأساليب الرياضية في النظرية الاقتصادية في عرض 


التعاريف والفروض والنتائج للنظرية في صورة متناسقة وواضحة : 


ات 


بالإضافة لذلك فإنه يساعد على استخلاص النتائج في شكل فيم uma‏ 
وقد يمكن اللجوء إلى استخدام الاقتصاد الرياضي في دراسة النماذ ج 


التي من الصعب دراستها بصورة وصنفية أو بيانية متل النما 


Am 
< 


العلاقات الإحصائية بين المتغيرات الاقتصادية 


من المشاكل الأساسية التي تواجه علم الاقتصاد القياسي العمل على 
تطو یر طريقة فعاله لقياس مدى العلاقة بين المتغيرات الاقتصادية . ومثال ذلك 
فلو كانت (Y)‏ متغير اقتصادي » (X)‏ متغير اقتصادي آخر فان العلاقة بينهما 


وتعتبر هذه العلاقة خطية بين المتغيرين (Y) ۰ (X)‏ أما قيمة (b) ۰ (a)‏ 
d‏ ثابتة وتسمى بمكملات أو معاملات العلاقة . 


х? 


Y gi‏ : توصيف العلاقة بین: المتغيرات الاقتصادية 
ف هذه الحالة لا نفترض أى فرضیات تتعلق بالعلاقة السببية أي عد 
يي نفدرض أي فرصد یه او e‏ 


تلازم بين هذه المتغيرات أم لا . ولتوضيح ذلك نسوق المشال التالي 
الدي يبين الكميات والأسعار خلال فترة زمنية معينة وبعد ذلك يمكن 
تو ضیح هذه البیانات فى شکل انتشاري . 


| الفترة الزمنية 


(Р) الأسعار‎ 
تسسا‎ 
| m 

3 
۱۲ 
B 
| А 
| ۷ 
| 
| \ 
li 


(P) 


sYA 2 


v * 


ويتضح من هذا الشكل أن هناك علاقة عكسية بين الاتجاه العام للاسعار 


والاتجاه العام للكميات فعندما تزيد الأسعار تنخفض الكميات المشتراة . ويمكن 


s 2‏ 
قياس هذه العلاقة من الناحية الإحصائية كميا عن طريق مقياس التباين المشترك 


Covariance‏ حيث یوضح التباين المشترك بين كل من (P) ۰ (X)‏ طبيعة 
هذه العلاقة هل هي طردية أم عكسية . 


(Covariance) التباين المشترك‎ : Gu 


هل العلاقة بين المتغيرين (X) ›(у)‏ هي علاقة طرية d‏ عكسية ؟ 
يمكن التوصل إلى معرفة ذلك باستخدام مقياس التباين المشترك ويعرف 
التباین المشترك زیاضیا علی النحو التالی : 


O~ w 
ху =Е ۳ —чу)(у— Оу) | 


حيث أن (OS uu)‏ تشير إلى قيمة التباين المشترك المقاسة بالنسبة 
للمتغيرين (x) э(у)‏ . 
وحیث أن E(x) = р‏ وهو عبارة عن القيمة المتوقعة للمتغير ( 

( هو عبارة عن القيمة المتوقعة للمتغير‎ E(y) > н, 
موجبه ۰ فإن ذلك يعني وجود علاقة طردية‎ (OS у) فإذا كانت قيمة‎ 
(X) ويعني ذلك أن القيم العليا للمتغير‎ (X) و‎ (у) بين كل من‎ 
(X) وأن القيمة الدنيا للمتغير‎ (y) بالنسبة للمتغير‎ Ule تصاحبها قیم‎ 
. )۷( تصاحبها قيم دنيا بالنسبة للمتغیر‎ 
"Uy شین شوه‎ A سالبة‎ ( Q7 s) آما إذا كانت قيمة‎ 
(X) ويعني ذلك أن القيم العليا للمتغير‎ . (x) و‎ (y) عكسية بين كل من‎ 


-Y.- 


تصاحبها قيم دنيا بالنسبة للمتغير (у)‏ ۰ وأن القيم الدنيا للمغير (X)‏ 
تصاحبها قيم Ыс‏ بالنسبة للمتغير (у)‏ . | 
فعندما تكون قيمة уу)‏ ”© ) أكبر من الصفر ٠‏ فان القيم التسي هي 
أكبر من المتوسط بالنسبة للمتغير (X)‏ تصاحبها قيم أكبر من المتوسط 
بالنسبة للمتغير (у)‏ ۰ أي أن у)‏ در - (x‏ إذا كانت أكبر من الصفر . 


فان (y - ну)‏ تكون أكبر من الصفر . أما إذا كانت (x - uq)‏ أقل 2 


من الصفر فإن (у-у)‏ تكون أقل من الصفر بوجه عام . 


وعندما تکون уза‏ + ) أقل من ЖАЙ‏ فان القیم التي هسی 
أكبر من المتوسط بالنسبة للمتغیر (X)‏ تصاحبها قیم أقل من المتوسط 
| بالنسبة للمتغير (у)‏ » أي أن (x - ну)‏ عندما تکون أكبر من الصفر ؛ 
فان (y — py)‏ تکون أقل من الصفر بوجه عام » و العکس صحيح . 


أما إذا كانت قيمة OT ху)‏ ( مساوية للصفر فان القسیم الخاصةة . 
بالمتغير (Хх)‏ والتي هي أكبر من المتوسط › قد تصاحبها قيم أكبر من“ 


المتوسط بالنسبة للمتغير (y)‏ وقد تصاحبها قيم JÉ‏ من المتوسط › 
ويمكن أن يحدث ذلك في حالتين : . 

الحالة الأولسى : هي الحالة التي يكون فيها المتغير (х)‏ مستقلاً عن 
المتغير (y)‏ أي في حالة عدم وجود علاقة بين هذين المتغيرين . . 
الحالة الثانية : هي الحالة التي توجد فيها علاقة بين المتغيرين » ولكن 
هذه العلاقة غير خطية » كأن تكون علاقة قطع مكافئ » وذلك لا يمكننا 


أن نستنتج عدم وجود Ас‏ بين (X)‏ و (у)‏ إذا كانت قيمة O7 уу)‏ ( 


—\ 


=y 


-Ү\ 


ә 


. مساوية للصفر ۰ لأن العلاقة يمكن أن تكون موجودة » ولكنها علاقة 


استخدام تحليل التباين : 

يفيد تحليل التباين في الجوانب التالية : 
تقدير درجة الاعتماد على النتائج أو دقتها عند تقسيم ظاهرة ما إلسى 
مجموعات نتيجة لتغير عنصر واحد في المتوسط . 


تقدير درجة معنوية النتائج في حالة دراسة أثر أكثر من متغير واحد على 


التغير في الظاهرة موضو ع الت اتحلی E‏ 


Significance Level : مستوى المعنوية‎ 


3 


شما : 


-i 


هو درجة الاحتمال الذي تقبل أو ترفض على أساسها النظرية 


الفرضية ٠‏ والمتبع في الدراسات الاقتصادية هو استعمال مستويين للمعنوية 


مستوى المعنوية ۰۰۱ )961( : يعني أن احتمال وقوع مشاهدة ما في 
المدی )30 + йй‏ 618 واحتمال وقوع المشاهدة ДА‏ ج هذه الحدود 
هو ۰۰۱ )0( | 

مستوى المعنوية .٠5‏ )960( ؛ تعني أن احتمال وقوع مشاهدة ما في 
المدى )20 + ) هو 9645 واحتمال وقوعها خارج هذه الحدود m‏ 


е‏ . أو بمعنى آخر هناك 95490 من isla‏ نتيجة فرق әд i 1 PECES‏ حالات 


-YY- 


Coefficient of Contingency : (83 sil معامل‎ : Gü 
قد يرغب الباحث في إيجاد العلاقة أو الارتباط بين ظاهرتين وصفيتين‎ 
أو متغير وصفي والآخر كمي . وهناك عدة مقاييس لقياس هذا النسوع من‎ | 
الارتباط منها معامل الاقتران ومعامل التوافق وسنقتصر على أفضل هذ‎ 

المقاییشس وهو معامل التوافق » ويمكن تعريفها كالآتي : 


حيث : ق = معامل التوافق 
ج = مجموع مربعات كل خانة في الجدول مقسوما على حاصل ضرب مجمو 
жле ж‏ الواقعة فيه هذه الخانة ومجموع التكرارا: QE‏ 
Ax Al Su‏ ‚ | 
والفكرة لقياس الارتباط بين الظاهرتين تقضي بتقسيم هاتين الظاهرتين إلى 
أقسامها المختلفة وتوزيعها على هذه الأقسام كما هؤ الحال نحو إنشاء التوزيع 
التكراري المزدوج 2007٠‏ 
ЕЕГ‏ 

احسب معامل التو افق للجدول التالي الذي يمثل أسعار ثلاثة = 
iis is‏ لأربعة مستویات للاسعار . 


العمو د Ие‏ الوافعة كنه هذه الخانة : 


3 15 ۱ ۳۹ Eo ЕА А 
a ишген 0 Je بالنسية لمستوی‎ 
۱۳ x aV ۱۳۰۰۵ XoY 

ر٣۸‎ == 
5 Yo é А 
بالنسبة لمستوی الاسعار ب = 5 3# جج‎ 
Y х AV 33 ۷ ۵ ١١ ا‎ ۳ . x 
ار‎ ۳ 5 
T Б... E 


p + بالنسبة لمستوی الاسعار جع سس‎ 
١» اا‎ yy xio Vx yv x ей = 


ا 


5 3 5 4 1 5 
بالنسية لمستوی الاسعار داع سب ‚ صت 
é ۱ ۵ £ x ۳‏ 


= ۳۵۱۷ ار 


S‏ ح = JIVOY + j£ ۳۵ NY + тол‏ = ۳۲۵۲ ارا 


ويكون معامل. التوافق ق = = 
Y ۲ 5‏ – ۱ | | 
تب ۲4۵ 
۲ \ 


ویلاحظ أن معامل التوافق تنحصر قيمته دائما بين الصفر و القيمة 


Margate y 


- 


ق “١‏ ق ۲ 


حيث تمثل ق, عدد الأقسام بالنسبة لأحد المتغيرين » rG‏ عدد الأقسام للمتغير 


۵ 


ونظرا لاختلاف جداول التوافیق بالنسبة لكل مشكلة فبالت‌الي ca hi,‏ الحد 


الأقصى لجداول التوافیق . 


ولذلك يجب قسمة معامل التوافق ق على هذا الحد الأعلى لنتتج قيمة تعادل 
تقريبا معامل الارتباط . 


وبالنسبة all‏ السایق الحد الاعلی لمعامل التوافق. 


> 
C 
о 
я 
۱ 


وبقسمة معامل التوافق Фо‏ على الحذ الأعلى لمعامل التواقق نجد أن : 
دار + ۹ هر = ۳٤ر‏ 


وهي تعادل قيمة ر تقريباً . 


-YA- 
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Coefficient of Correlation معامل الار تباط‎ : id J 


يختص تحليل الارتباط البسيط بتقدير معامل الارتباط البسيط бз‏ 
واختبار معنويته . ومعامل الارتباط هو مقياس وصفي يقيس درجة 
وحسابات معامل الارتباط الخطي البسيط تعتمد على كمية الاختلافات 
لأحد المتغيرين والتي يمكن وصفها بعلاقة خطية للمتغير الآخر . ولا 
تختلف النتيجة فيما إذا كان المتغير الأول دالة للمتغير الثاني أو العكس 
وبالتالي في حسابات معامل الارتباط ليس هناك حاجة لتحديد أي 


. المتغيرين هو السبب Cause‏ وأيهما النتيجة Consequence‏ أو تحديد 


أيهما مستقل وأيهما تابع مثل الانحدار . 

وتتراوح قيمة معامل الارتباط بين 1 - ,1 + (1+ > > 1-) حیث JS‏ 
القيم 1 + ,1- على العلاقة الخطية تماما . بینما 0 = تعني أنه ليس 
هناك علاقة خطية بين المتغيرين . وأن ذلك Y‏ يعني أنه لا توجد Qi‏ 
علاقة بينهما ad‏ تكون العلاقة غير خطية . 


Алай, |‏ الوسطية لمعامل الارتباط r‏ تدل على الجزء من الاختلافات في 


أحد المتغيرين التي يمكن وصفها من العلاقة الخطية للمتغير الآخر » 
فمثلاً 0.8 = ۲ تعني )0.64 = 2( أي أن 64% من الاختلافات في 
المتغير Хә‏ يمكن وصفها بالعلاقة الخطية للمتغير Xi‏ . 


وإشارة معامل الارتباط تدل على اتجاه التغير في أحد المتغيرين بالنسبة 
للتغير في الثاني » فقيمة r‏ تكون سالبة عندما يرتبط التغیسر الموجب 


YN. 


ә 
V 


لأحد العاملين بالتغير السالب للعامل الآخر » بينما تكون г‏ موجبة عندما 
يكون التغير في العاملین في نفس الاتجاه . 
ويحسب معامل الارتباط من المعادلة : 


XixXy-y/mu-1 cov (x , y) 

Em n M 2 2 

\| X(x-xy/n-LE(y-y)/n-1 УОх.СУ 

| У (х-х)(у-у) | Р | 
Ог r= ` = 


xe-9.xG-» ES SS,‏ ل 


لاحظ أنه ليس من الضروري استخدام الرموز X , у‏ في الارتباط وأن 


ويستخدم معامل الارتباط الخطي البسيط في حالتين*هما : 

i‏ يستخدم في قياس درجة العلاقة بين متغيرين معروف جيداً أيهما السبب 
وأيهما النتيجة والتي يمكن تعريفها بمعادلة خط الانحدار . 

co‏ يستخدم في قياس درجة العلاقة الخطية بين متغيرين ليس معروفا 
بالتحديد أيهما السیب وأيهما النتيجة . 


MEM ليييح‎ 


-YA- 


خامساً : اختبار معنوية معامل الارتباط 
سبق أن ذكرنا أن r‏ هي تقدير لمعامل ارتباط المجتمع P‏ عندما 0 = 
م فإذا كانت النظرية الفرضية 0 = م : Ho‏ فإنه يمكن اختبارها عن 
طريق : 
۱ - اختبار ) : 


حیث , S‏ هو الانحراف القياسي لمعامل الارتباط وهسو جنثر باين 
معامل الارتباط S^.‏ 


- نقارن t‏ المسحوبة بقيمة t‏ الجدولية لدرجة حرية. 2 - 9 


۲ - اختبار ۲ : 


حيث أنه من المعادلة السابقة 2 [o‏ 


і 


وبتربيع طرفي المعادلة نصل إلى : 


"m ۱ 
0-2 


م 
من هذه المعادلة نجد أن هناك علاقة عكسية بين قيمة معامل الارتباط 
وعدد المشاهدات المحسوبة منها وقد استخدمت هذه العلاقة لحساب قيم نظرية 
لمعامل الارتباط ووضعت في جداول على مستويات معنوية 05. , 01. لعدد 
ERRE‏ | 
وتستخدم هذه الجداول لمقارنة г‏ المحسوبة بقيمة r‏ الجدولية لدرجة حرية 2 n-‏ 


Coefficient of Determination : التحديد‎ duin 

يعبر معامل التحديد عن النسبة بين التغير المفسر (المشروح) 
Explained. Var‏ إلى التغير الكلي Total Var.‏ ويرمز له بالرمز (Г)‏ أي 
مربع معامل الارتباط ويقدر من المعادلات التالية : 


Explained Var. TR (У-у) 
R2 = м _ 
Total Var. | „= (y -yy 
مه‎ ) = x 
ВО حك ی‎ ze 
utens cele Р ۹۳ 2 з 
= үг. (Xm o0 yy : £u y). 
۰ n > 


وتتراوح قيمة معامل التحديد بين الصفر والواحد الضحيح » أي أن : 


O<sf < | 


ومن ذلك نستنتج أن : 

۱- معامل التحديد يكون مساویا للواحد الصحيح (1 = ) في حالة ما إذا 
كان التغير غير المفسر مساويا للصفر . بمعنی أن التغير الكلي سوف 
يكون مساویا للتغير المفسر . وهذا يعني أن جميع نقط الشكل الانتشاري 
تقع تماما على الخط المستقيم . 

—Ү‏ معامل التحديد يكون مساوياً للصفر » وهذا يعني أن خط الانحدار سوف 
يكون Ый‏ ومارا بالمتوسط الحسابي (у)‏ » بمعنى أن التغيز' الكلي يكون 
дајаз‏ غير раба‏ وهذا هو الحد الأدنى لمعامل التحديد . 


العلاقة بين الارتباط والاتحدار : 


۹ —-.(x-x)(y-y 2 حك‎ xy л 
= ساب سم = سس‎ ) 
= (хә) EE С 


TT X (к-х) (у-у) 


паь ИА ره ما سم‎ m (2) 
NIE CUu). (y -yf [= pcc ч 


When (1) is divided by (2) : 
в = ху {>= "x чш 
шы - ыш E X . = ху 


r 


B == ? 0-1 


B | y 
R MX 2 уа 
| : مثال‎ 
: التاليين‎ (х,у) أخسب معامل الارتباط ومعامل التحديد بين المتخیرین‎ 


X. 3 5 7 9 Sg 
Y 30 25 20 15 0 


n 


25 х. me-y 
Æ xy- 


n 


35x 100 
600= سس‎ 
5 
285 - ۳ 2250 - 00у 
5 Lone 
| 2400 |. - 100 
I ———————— = 


1- کار ج د = 
х 250 100‏ 40[ \ 


. د بين المتغيرين‎ де هذا المعامل إلى أن‎ РТИ 


R2- (1y =] 


ويشير معامل التحديد )12( إلى أن التغير المستقل (x)‏ يفسر 0۱۰۰ من التغير 
[ الحادث في العامل التابع (у)‏ بمعنی أن التغير غير المفسر (ы)‏ يكون 


жый ыдын 
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الفصل الثالث 
استخدام نموذج الانحدار العام في قياس 
العلافات الاقتصادية 


يهتم الانحدار الخطي البسیط بتقدير ثوابت العلاقة بين متغیسرین (y) « QU‏ 
واختبار معنویتها » حيث یمثل أحدهما المتغير التابع والاخر المتغیر المستفل . 
فعند در اسة العلاقة بين الدخل والاستهلاك فإن الدخل یمشل متغیر مستقل 
والاستهلاك یمثل متغیر تابع . 

ويمكن التعبیر عن العلاقة الدالية بين المتغیرین بالمعادلة الرياضية في الصورة 
التالية : | 
е Е (х) |‏ 

أي أن الدخل (Y)‏ يعتبر دالة للاستهلاك (X)‏ . 

والغرض من تحليل الانحدار الخطي البسيط هو التوصل إلى معادلة رياضية 
خطية يمكن من خلالها تحديد. الخط البياني الذي يصف العلاقة المتوسطة بين 
المتغيرين أو تقدير معادلة انحدار (у)‏ على (X)‏ . 


وفيما يلي ڊ بعض الصور الرياضية التي ت تستخدم لتحليل معادلة الاتجاه العام . 


0 الإتجاه العام الخطي : يمكن اختيار الصورة الرياضية المناسبة لس لوك 
е;‏ الدراسة وذلك من خلال التوقيع البياني لقيم الظاهرة ودراسة 
شكل الانتشار . فعندما تتركز قيم الظاهرة حول خط مستقيم فإن معادلة الخط 


ےھ = 


e$ 


V е 


المستقيم تكون هي أفضل الصور لتمثيل تلك الظاهرة » أما إذا كانت هذه النقط 
تنتشر حول خط منحنى » فان صيغة المنحنى تكون أكثر مناسبة لتمثيل قيم تلك 


الظاهر $ . ۱ | 
هذا ویمکن التغبیر عن معادلة الخط المستقیم ریاضیا قتي الصسورة 
التالية: ۱ 
Yi =a +B xi‏ 
حيث : 


. )1( القيمة التقديرية للمتغير التابع في الفترة الزمنية‎ - Y, 


ЙӘ ыы ^ + يكين امن‎ 2 Ke 


. : عندما تکون‎ (y) الجزء المقطوع من المحور‎ - — d 
X70 | 


8 - معدل تغير الظاهرة في المتوسط بالنسبة للزمن (ميل الخط المستقيم) 
وبتطبيق طريقة المربعات الصغری Least Squares‏ يمكن تقدير 
РЕ:‏ ثوابت المعادلة من خلال المعادلتين التاليتين : 
жу УХУ ы УК Уу‏ 
В = v RD‏ 
nx X? (Xx)?‏ 
)2( ی а = ۷ -B‏ 
cu‏ ; = 
Ү= У у :‏ 
متوسط قيم الظاهرة I = (y)‏ 
n‏ 


DED بح‎ 


-Yo. 


متوسط قيم المتغير المستقل (X)‏ - 


وذلك بتطبيق Е - Test‏ على النحو المبين بالجدول التالي : 


جدول تحليل التباین 


معامل ف مجموع مربعات مصدر التباين 
الإنحرافات 
Sv = $ $ Е – ratio‏ 8 
سام Regression‏ 
a |‏ 
b CY т) = 1 SSR‏ الاند دار ! 
А M. MSp =‏ 
B? E (XX) = n i‏ 
М5‏ 
B Ex2- e)‏ 
g?‏ 
Ф‏ 
Residual Ў (у – Yy‏ 
G— lal‏ 


Nte 


للتعرف على معنوية النموذج نقارن معامل ف (F-ratio)‏ المقدر من 

الجدول السابق بنظيره المتحصل عليه من جدول (F)‏ الذي يحتوي على قيم 

dee‏ عند درجات Аз уь‏ مختلفة وعند مستويي معنوي ١٠ر‏ 6 ۱«ر . وفي 
حالتتا هذه نستخرج daa]‏ الجدولية لمعامل (Е)‏ عند مستوی المعنوية المطلوب 


وعند درجات حرية : )2 n-‏ ,1( ع ل . 


ویتم تطبیق الاختبار كالآتي : 

(Y)‏ إذا كانت قيمة (F)‏ المقدرة < القيمة الحرجة الجدولية فانه لا يمكن رفض 
الفرض الصفری (Ho)‏ الذي موداه أن : ۲ ۱ 

К B=0 

(Y)‏ إذا كانت قيمة (F)‏ المقدرة > القيمة الحرجة فإننا نسرفض الفرض 
الصفرى ونقبل الفرض البديل (На)‏ الذي مؤداه أن : , 


Во 
: وذلك وفقا للمعادلة التالية‎ T— Lest يلي ذلك تطبيق اختبار ت‎ * 
8 В 
{ = EEE E A, 
S xx-xyp . 5 NX. ES 
Е 
t= 
S 
de . المراد تقديره‎ T غ = قيمة معامل اختبار‎ 


8 - قيمة معامل انحدار (ميل خط الإتجاه العام) المراد اختبار معنويته. 


- VY - 


. الخطأ المعياري لمعامل الانحدار‎ = Sg 


ولإجراء الاختبار نستخرج قيمة 6 الجدولية عند مستوى المعنوية . 
المطلوب وعند درجات حرية (n-2)‏ وهي درجة حرية الخطأ (الباقي) » شم 
نقارنها بقيمة ] المقدرة من المعادلة السابقة » ونستنتج الاتي : 
)\( إذا كانت t‏ المحسوبة > الجدولية » نرفض الفرض الصفري ونقبسل 

الفرض البديل ‹ أي أن قيمة (В)‏ معنوية عنذ هذا المستوى . 

(Y)‏ إذا كانت t‏ المحسوبة < الجدولية فلا يمكن رفض الفرض الصفري مما 

يعني أن قيمة (В)‏ غير معنوية عند هذا المستوى من مستويي المعنوية . 
ды‏ (۱) : | 
الجدول ДЫЙ]‏ يبين تطور كمية الإنتاج من القطن المصري خلال الفترة 
(۱۹۸۰ - ۱۹۹۵) . 


و المطلوب : تعدیر معادلة الإتجاه الزمني العام في الصورة الخطية لمتغير » 
الكمية المنتجة من القطن والتنبو بالکمية المتوقعة حتى عام ۰۰« . 


-۳۸ ۰ 


1 ۱150 [i150 — | 
3 |205 
ENE 210 | 1050 | 
6 1215 |120 13 
۱996 |7 218 [1526 [4 
۱997 |8 |220 |1760 [6 


— 
ке 
оо 
e 
f 


9 220 
10 |223 2230 

12 4 
13 |240 169 57600 
250 62500_ | 


136 


n xx? — (х xy 


(16 х 32052) - ( 136 x 3547) 


n ——— M ——— — MÀ 


(16x1496) - (136) 


512832 - 482392 30440 


5 = = 5.596 ` 
23936 - 18496 5440 
B = 5.596 
LX 1 Ex 
а= - B 
n n 
3547 2 | | 
= ————— 1 (5.596) (136) | 
16 16. 


221.688 — 47.566 = 174.122 


| а = 174.122 | 


وعلى ذلك يمكن وضع معادلة الخط المستقيم في الصورة الرياضية التالية : 


^ 


Y = 174.122 + 5.596 x 


ويلي تقدير ثوابت المعادلة اختبار معنوية النموذج ثم معنوية معامل 
الانحدار وذلك على التحو 1 | 


U xf 


(F-test) ола اختبار تحليل‎ - 


(*) المجموع الكلي لمربعات الانحرافات : 
xY'.( x» Yy‏ = 99 ما10" 
n‏ 


^4 2 - 
= 799433 - 2227 5 13107.438 


)*( مجموع مربعات الانحدار (التباين المشروع) : 


Regression SS = B [ Ex. (Ух)? ) 
: n 


= (5.596) С ew 
16 


= )340( )5.596( = 
(*) الباقي أو الخطأ (التباين غير المشروح) : 


Residual SS = 13107.438 - 10647.173 = 


. ثم نقوم بتصميم جدول تحليل التباين على النحو التالي : 


© الاك 


syv [ss [df[MS  [Fraio] 
| Regression | 10647.173 11 [1064713] — | 
[Residual 2460265 |14 175733 | — | 


tou) : وحيث أن‎ 
Е-гапо (1,14) = 6 . 
(0.01) 


8.86 > 60.587 
إذا نرفض الفرض الصفري . أي أن النموذج معنوي على مستوى معنوية 
ps‏ | 
- اختبار معنوية معامل الانحدار (B)‏ بتطبيق (Т - test)‏ 


يتم تطبيق معادلة حساب قيمة (t)‏ التالية : 


8 
حا)‎ 4 
О ау 
n 


ويمكن الحصول على قيمة (S)‏ من جدول تحلیل التباين السابق » وذلك بایجاد o‏ 


الجذر التربيعي لتباين الخطأ » أي أن : ' i‏ | 
ds‏ = و 


Y 175.733 = [13.256 


v . яа 


5.596 
t = 2 
13.2567 ومیل‎ (36 
16 
5.596 5.596 | | 
EE SO مت‎ ۱ = 7.783 
|. 13.256/18.439 0719 к= 
| حيث ان‎ 
t = 297 
01 (14) 


بما أن قيمة (t)‏ المسحوبة > الجدولية 
إذا نرفض الفرض: الصفري » أي أن قيمة (В)‏ معنوية على مستوى ١٠ر‏ 


" ومما هو جدير KÄL‏ هنا أنه في حالة الانحدار الخطي البسیط » يمكن اختبار 
الفرض الصفري [ Ho: Bo‏ | مقابل الفرض البديل 0« Ha:‏ [ 
بطريقتين مختلفتين » حيث أن هناك علاقة بين قيمة (t)‏ ومعامل (F)‏ يمكن 
صياغتها على النحو التالي : | 

7 (о) X-F(LU) | i 
oaa (аха (0) з لن مزن لتك‎ дуйн» 
: )1, 10 ( بدرجتي حرية‎ (F) المتغير العشوائي‎ 
معنوية إحصائيا » فإنه يمكن القول أن كفية الإنتاج من‎ (В) ولما كانت قيمة‎ 
متزايدا بمعدل سنوي معنوي إحصائيا بلغ حوالي‎ Lle القطن قد اتخذت اتجاها‎ d 


iF 
Е а ә 


7 آلاف طن في المتوسط خلال الفترة موضوع التحليل . وعلى ذلك يمكن 
الاعتماد على تلك المعادلة في التنبؤ بكمية الإنتاج من القطن » حتى عام 
۱ وذلك على التوالي : 


4 
J8 
1 


يوضح الجدول السابق القيم التقديرية لكميات الانتاج حتى عام ٠ ٠٠٠١‏ ومنه 
يتبين أنه من المتوقم أن يصل الإنتاج إلى ۲۹۲ ألف ,طن في عام ۰ وذلك 
مع افتراض ثبات الظروف السائدة في فترة الدراسة حتى ذلك العام . 


حساب معادلة الاتجاه العام الخطي بالطريقة المختصرة : 

+ رة‎ TT لمربعات الصفری‎ даныш علی‎ дї, 
غير أنه يمكن إتباع طريقة مختصرة تعتمد على جعل نقطة الأصل في منتصف‎ 
E : السلسلة الزمنية بالضبط » وعلى ذلك يكون‎ 
У X=0 | 
: ووفقا لهذا الافتراض يمكن إيجاد قيم ثوابت المعادلة الخطية غلى النحو التالي‎ 


1 n Ixy- Xx. Xy 

B= سس‎ 
n XX - ( ух)? 

وحیث أن = 0 = х‏ 


- 


مثال (Y)‏ : 
الجدول التالي يبين قيمة الأرباح السنوية لإحدى الشركات بالألف جنيه 
خلال الفترة (۱۹۸۹ - ۰.۱1۹۹۷ 


[Year [1994 [ 1995 | 1996 [1997 [1998 | 1999 | 2000 [2001 | 2002: 
Profit| 57. |48 |64 |78 |73 |80 [90 |88 |97 | 
: P و المطلو لب‎ 


)\( حساب معادلة الاتجاه الزمني العام في الصورة الخطية . 
(Y)‏ التنبؤ بقيمة الأرباح المتوقعة عام ۲۰۱۰ 
)©( التوقيع البياني للقيم الفعلية والتقديرية للأرباح . 


E 
1 


| оо о, 


EXY 334‏ ار 
В = с. = 5.57‏ 
xx 60‏ 


وعلى ذلك يمكن كتابة المعادلة على النحو التالي : 


Y-754557X 


وذلك على أساس أن سنة الأساس (نقطة الأصل) هي عام ۰۱۹۹۸ 
وحتى يمكن الاعتماد على لك المعادلة في التنيؤ يجب إجراء اختيارات 
J‏ ۰ ية А‏ 5 


Ele 


: وذلك على النحو التالي‎ F-test إجراء اختبار ف‎ : уз 


Е-гайо 


Regression | B - Х х. 


' Residual 


ويوضح الجدول التالي نتائج تطبیق ۰ F-test‏ 


| Sv | SS [df[ MS Е 


| Regression 


F: el (1,7) = 12.25 


وحيث أن قيمة معامل ف المقدرة أكبر من القيمة الجدولية . 


SIM 


: لمعامل الانحدار‎ (t) إجراء اختبار‎ : Ы 


8 
= { 
d MES‏ 
5.57 
t=‏ 
.60 ;5.713 
5.57 
7.746 /5.713 
5.57 
E - 7.547‏ 
0.738 
وحيث أن القيمة الجدولية عند مستوى معنوية ١٠ر‏ هي : 
p‏ 
toi (7) = 3.499‏ 
وف أقل من Ала‏ المحسوبة » الأمر الذي يعني أن قيمة (В)‏ معنوية عند 
مستو ی "m‏ | 
وعلی ذلك فإن معادلة الاتجاه الزمني العام لقیم الأرباح السنوية یمکن الاعتماد 


Sul -‏ بقيمة الأرباح المتوقعة عام ۲۰۱۰ : 


-ФА- 


* 


حيث أن نقطة الأصل (سنة الأساس) هي عام ۱۹۹۸ فإننا نعوض عن 


. بالمقدار‎ X قيمة‎ 
X = 2010—1998 = | 


Y 545559 ж 
- 75 (5.57) (12) 


= | 14184 


أي أن قيمة الربح المتوقع عام ۰ قد قدر بحوالي ١51,84‏ ألف جنيه . 
- ويتطلب التوقيع البياني حساب القيم التقديرية للأرباح بمعلومية قيم (X)‏ . 
ear | 1994 | 1995 [1996 [1997 [1998 [1999 | 2000 | 2001 [?‏ 


E Еи Ера ы ар 
Tenses |7573 [75 5037514-71 


تقدير معادلة الاتجاه الزمني العام غير الخطي (تدرجة m‏ : 
تأخذ معادلة الاتجاه من الدرجة الثانية الصورة الرياضية التالية : 


^ 


Y-atB(x*B;x 


القيمة التقديرية للظاهرة موضوع الدراسة . 
الجزء المقطوع من المحور (Ү)‏ عندما تكون : 


ї 
رمم‎ <> f 


X = 0 


* 


-£a3- 


ولإيجاد قيمة cul‏ المعادلة السابقة يتعين تقدير معاملاتها في المعاملات 
الطبيعية التالية : ۱ 


> ү = па + В. Хх + В, yx? 
У Ху =a عع‎ +В, ух?+ В, Ix 
LXy =a Ex +В, ZX +В, Ex 


ИЕА انيز بذك‎ M 
خلال حل المعادلات أو المحددات أو المصفوفات  ولعل أبسط هذه الطرق هو‎ 

استخدام محدد كرامر وذلك على النحو التالي : 
- إيجاد المحدد الأساسي . وهو يشتمل على معاملات المجاهيل في المعادلات 


الثلاث وذلك على النحو التالي : 


п У х xx 
lA] = EX GNU xx 
2 гё Ex xx 
: إيجاد محددات المجاهيل الثلاثة وذلك كما يلي‎ - 
Dx x EX 
a = УХУ Y х? Y х) 


X XY Y x? X x' 


حيث تم إحلال عمود الحدود المطلقة محل العمود الأول في المحدد الأساسي . 


п x 
I^ 2. 
| 1 = 2x уху xx! 
У х? Ex) xx! 
n 2> x у 
В, = Ex У х? У ху 


-o3. 
e 


مثال (Y)‏ : الجدول التالي يبين تطور قيمة الاستثمارات بالمليون جنيه على 
مستوى أحد المناطق السياحية خلال الفترة )1447 - ۲۰۰) : 


саг | 1996 [1997 | 1995 | 1999 T2008 [2001 [3002 [3005 73684] 
Баа 8 REOR M Ea 


والمطلوب ر للاستثمارات وذلك بتوفیق معانلة مسن 


الدرجة الثانية — اختبار معنوية النموذج ومعنوية ثوابتها * في حالة وت | 
المعنوية تنبأ بقيمة الاستثمارات المتوقعة عام ۲۰۱۰ مع افتراض ثبات | 
الظروف الحالية على ما هي عليه حتى ذلك العام . | | 
الحسل 
لقد أمكن التوصل إلى المعادلات الطبيعية الثلاث الممئلة لمعادلة الدرجة 
الثانية ۰ والتي أمكن الاعتماد علیها في ایجاد قيمة الثوابت وهي : 


Y= nB + عرق‎ x + Ву х 
IXy= В جاع‎ Вх x +É, ع‎ x 
Уху Br x + B, xi + В, Ух“ 


ويمكن تطبيق الطريقة المختزلة والتي تعتمد على جعل : 


-oY. 


* 


. في اختصار العمليات الحسابية وذلك على النحو التالي : 


п В, + В, Ex? 


B, XZ x + B, xx 


zy 


< х?у = 


وعلى ذلك يلزم إجراء العمليات الحسابية على النحو المبين بالجدول التالي : 


بالتعويض في المعالات المختزلة : 
É, (1)‏ 60 + و و 


60 8 ۱ Q) 
60 Вџ+ 708 B, | (3) 


Ва 


امن المعادلة )2( : 


278 
B, = = 4.63 


^ 


60 
من المعادلة )١(‏ : 1 1 
В,‏ 60 +۲ 9 = 792 
بقسمة طرفي المعادلة على (3) : 
B,‏ 20 +13 3 = 264 


3B, = 264 - 20 В, 


В, =88-- x B; 


بالتعويض عن قمة (Bo)‏ في المعادلة )3( ينتج أن : 


4882 = 60088 - -- 2) + 708 É 
4882 = 5280-400 В, +708 B, 
- 398 = 308 В, 


В; 308 


وبعد تقدیر Cul $e‏ المعادلة يمكن وضعها في الصورة الرياضية التالية : 


ОТРИ 


كما يمكن استخدام محدد كرامر لحل تلك المعادلات الختزلة وذلك على النجو 


60 


` 267816 
2772 


- 3582 
2772 


يتم صياغة المعادلات الطبيعية في صورة المصفوفات وذلك على النحو 


التالي 9 | 
60 
2772 = 

708 
60 

= 267816 
708 
792 

= 3582 
4882 

| 
- الحل بطريقة المصفوفات : 
۱ التالي : 


әй 


ху = (хх) (B 


B) = (кк! (ку) 


| A | = 382320 - 216000 = 166320 


424808 0 - 3600 
С = 0 2772 0 
- 3600 0 540 


وهي تمثل المصفوفة المجاورة لأنها متماثلة . 
Abb ОСТ‏ على ge dis СТВА‏ 
النحو التالي О:‏ | 


42480 0 - 3600 
166320 166320 


(x х) = 0 2772 | 0 
166320 
: - 3600 .0 540 
166320 . 166320 
42480 -3600 792 


AEEA 0 PE 
166320 166320 
2772 A 
0 ——— 0 278 
166320 
-3600 ` 540 | |4882 
0 
6320 166320 
Bo =96.615 В, = 4.633 В, = 1.292 


- اختبار معنوية النمودج F- test‏ 


;, (ху) 

۲88 = ху لک‎ 
= 72520-  (790y — 2824 
9 . 


^ 


Regression S.S = Bọ È y+ B, У xy + В, Ex? -ny 


= (96.615) (792) + (4.633) (278) + (-1.292) (4882) 
-)9( (7744) 
. = 76519.08 + 1287.974 — 6307.544 — 69696 
Reg. S.S. = 1803.51 
ession | 1803.51 3 901755 


|2824 . 


Fs (2,6) = 4 


5.302 > 5.14 


إذا النموذج معنوي على مستوى معنوية ‏ «ر . 
- إيجاد معنوية معاملات الانحدار الجزئية : T - test‏ 


| — SÉ 2 
Var (В) = (xx) S = CS 


0۸ - 


S^ = Residual Mean Squares 


S? = 170.082 
S^ Cy S? Со S Cu 
CS? = s? Со S? С SS 
S С» S C3 Sos 
43.441 - 3.681 
Var (B)= | 0 2.85 0 
- 3.681 0.552 
T ATA В, 96.615 
: Ep етар ем мл 659 
Bot \[ Var (Бу) ل‎ 43.441 
E B, 4.63 | 
B,:t ای‎ gx E ا‎ 7 rr 
| Y. var (В), Y 95 
В, - 10292 i 
B,:t 


= - 1.739 


"^d 0.552 


| من الجدول : 


“N Var (B) 


T os (6) = 7 


-04L 


وبمقارنة قيم (t)‏ المقدرة للمعاملات الثلاث بتلك القيمة الجدولية يتبين : 
)*( معنوية كل من Bo , Bi‏ 


)**( عدم وت معنوية Ву‏ على مستوی ١٠ر‏ . 


لذا فإنه لا يمكن الاعتماد على معادلة الدرجة الثانية في التنبؤ ومن ثم 
فان بیانات الاستتمارات توافقها معادلة من الدرجة الأولسی ويالت‌الي یمکن 
الاعتماد في التنبؤ (أي معادلة الدرجة الاولی) . 


. الفصل الرابع 
: التنبؤ من خلال تحليل الانحدار المتعدد 


ترجع أهمية تحليل الانحدار المتعدد إلى أن معظم الظواهر 
الاقتصادية أو الإدارية أو الاجتماعية لا تتوقف قيمة المتغير التابع فيها على 
متغير مستقل واحد » بل على العديد من المتغيرات المستقلة » فعلى سبيل المثال 
ف مجال التحليل الاقتصادي للطلب على الخدمة السياحية لا يتوقفا على 
سعرها فقط » بل یتوقف على عدة عوامل أخرى منها مستوى دخول 
السائحين > أسعار الخدمة السياحية المنافسة و كذلك أذواق EUN.‏ واستقرار 


الأوضاع السياسية والاجتماعية وما إلى ذلك من العوامل . 


ويمكن صياغة نموذج الانحدار الخطي المتعدد في الصورة الرياضية 
التالية : 
Y= f(xy, E TE Xn)‏ 


تشتمل على متغيرين مستقلين يؤثران على المتغير التابع وذلك على النحو 


التالي: 
Y = f(x, x2)‏ 


وعلى ذلك فإن معادلة الانحدار الخطي المتعدد الممظة لتلك الدالة تأخذ الصورة 
الرياضية التالية : 


Ya 


Y = م8‎ + B, Х| + В, X2 


ا ار ota‏ ا ý=‏ 
المتغيران المستقلان المؤثران على العامل التابع = (Xi, хз)‏ 
معالم معادلة الانحدار الخطي المتعدد (Bo, В, В»)‏ 


B, = Intercept :‏ 
وهي الجزء المقطوع من المحور الرأسي (y)‏ عندما : 
Xi, X» = 0‏ 


معامل الانحدار الجزئي B, T a (Y/X4)‏ : 
المتغير المستقل الآخر (X3)‏ عند مستوی معين . لذلك نجد أن هذا المعامل 
يقيس التغير في (Y)‏ نتيجة تغير (X1)‏ بوحدة واحدة مع ثبات (Хз)‏ عند 


مستوى معين . ويكتب المعامل بصورة صريحة МІ‏ 
B, 1.2‏ 


معامل الانحدار الجزئي  В, = (YDG)‏ 
وهي Дк»‏ الانحدار الجزئي لانحدار المتغير التابع (у)‏ على المتغير المستقل . 
QC)‏ شم Qui) cp gal i‏ ع سد А «na‏ 35223 نالك 
. المعامل هي : | А‏ 
Bal‏ 


1۲ 


۰ ویمکن إعادة صياغة معادلة الانحدار الخطي المتعدد في الصورة الرياضية 
التالية : 


^ 


= Bo + By? ХІ + Вр X2 


ويتم تقدير ثوابت (معالم) المعادلة بتطبيق طريقة المربعات الصغرى Least‏ 
Squares Method‏ والتي تتميز بالخاصيتين التاليتين : 


1 (у-у) 20 . (1) 
П 

bo ^ - 

Is Minimum (2)‏ 00-102 ری 
n n‏ 

б Фу = (Y; -Bo - Ву хү - B; x2) min. 
= TE 

© Xe Û 
^ =-2 У (y;-Bo-Bi- B;x;)- 0 (1) 

o В, 


хе م‎ 


5 PVRS! (y ] -B,-B, ху-В, х) = 0 (2) 
OB, 


Фе Ü 


--2 X; (y ByBix-B»o) =0 (3) 


o” 
w 


JW. 


وبقسمة طرفي المعادلة على )2-( مع إجراء العمليات الجبرية نحمصل على 
المعاملات الثلاث التالية : | 

ZY;= nBo+Br ع‎ + В, Xx 

۶2۱۱۷ Bo 2 xı +B; 2 x^ + B; Xx, x^ 

р> X با‎ = Bo 3 xa + Bixx X? + B, x x 


وهذه المعالات هي المعادلات الطبيعية التي يمكن الاعتماد عليها في 
تقدير قيم ثوابت الدالة بأي طريقة من طرق التقدير الإحصائي . ` 


طريقة محدد كرامر : 

تعتبر هذه الطريقة من أبسط طرق التقدير التي يمكن اس تخدامها 
edi‏ كل يه PSU Jud‏ 

وفيما يلي توضيح خطوات تطبيق تلك الطريقة :. 


: N У ۱ XX 
A £ 
| | РУХ Ex У ۵2 ешын 
Хх, X xix У, х, 
| A | XY X Х| XX 
В, |= A 
0 > Ху | > х? УХ X2 (Bo) ӘМ мл 

Йй 2 


У Xoy Y xay Xx А 


В, |] =‏ 
وبعد ذلك | 
يمكن تقدير قيمة 
تقدير قيمة المعالم الثلا 
لثلاث 
ыў‏ 
لنحو التالي : 
| & | 
EN‏ 
B, EE | А |‏ 
|6 | 
В,‏ 


طريقة انحرافات المتغيرات عن أوساطها الحسابية: 
من المعروف أن انحرافات القيم عند متوسطاتها الحسابية تساوى 
(xı - 0 = YX =0‏ 2 
(хә - хо) vM Js 0‏ > 


er‏ هذه الحالة نكون قد نقلنا نقطة الأصل بالنسبة للمعادلات الطبيعية الثلاث 
السابقة من النقطة )0,0( إلى النقطة (хү, Xa)‏ » ويترتب على ذلك أن ينخفض 
عدد المعادلات الطبيعية إلى معادلتين فقط في صورة انحرافات عن الأوساط 
الحسابية : 


XxyBi Бу + ظ‎ X y» 
^ 2 
> оу = Bı Xy X» +В, Ex 


ومنها يمكن إيجاد قيمة المجاهيل باستخدام محدد كرامر : 


К X y _ 
By ése у 
n 
x xj Y Xoo 
۸| = | 
X x» X 7 


| - 2 Xy © LUR 


В| › 
У у E 
2 ۱ 
M xXi x Xi 
Bj ` 
T ZXı 2 ZY 
B= Bı | В, | 
= — B = 
А. ۱ А | 
ү == Bo +В, у +В, у 
= Bo +Bı (хі-хі) +В (х - x2) 
: طریقه المصفوفات‎ 


يمكن استخدام المصفوفات في حل المعادلات الطبيعية الثلاث وإيجاد 
قيمة ثوابت الدالة الانحدارية . ويتحقق ذلك من خلال صياغة المعادلات 
الطبيعية الثلاث في صورة المصفوفات وذلك على النحو التالي : 


m 
»* 
يم‎ 
00 د‎ 
E 


N È Х| 


M 
E 
м 
مأ‎ 
м 
2$ 
x 
N 
Ww 


Vs 


xy (xx) (B) 


02; 
| 


= (xx) (ху) 


الجدول التالي يبين الدخل الشهري وعدد سنوات الخبرة وعدد الدورات 
التدريبية АШЫШ‏ من العاملين في قطاع الخدمة الفندقية . | 


[x [240[270[220]210 [370 | 400 | 450 [ 320] 


لل ا 


المطلوب :. 
)١(‏ تقدير معالم دالة الانحدار الخطي المتعدد . 


. اختبار معنوية النموذج الانحداري‎ (Y) 

. اختبار معتوية معاملات الانحدار الجزئية‎ (Y) 

(i)‏ التنبؤ بأثر زيادة عدد سنوات الخبرة إلى ۱۲ سنة » وزيادة عدد الدورات 
التدريبية السنوية إلى ۱۰ دورات على متوسط الدخل الفردي للعاملین في 
هذا القطاع . 


ونقوم بعد ذلك بالتعويض في المعادلتين الطبيعيتين التاليتين : 


В, Ey, +В, Xx» 
Bi 2, مر‎ +В, x xh 
20B, +21 B, 


21 B, +40 В, 


وباستخدام محدد كرامر يمكن إيجاد قيمة كل من Bi, B;‏ 


=800—441= 359 


40 
21 
= 35200-30870 = 4330 
40 
880 
= 29400-18480- 10920 
1470 
= 12.061 
= 30.418. 


21 


: 


1470 


<› 


= 310 *12.061 y, +35.418 20 


= 310 + 12.061 (х, - xi) + 30.418 (х›—х›) 
= 310 + 12.061 (х, – 8) + 30.418 (x; — 4) 


= 310 + 12.061 x1 - 96.488 + 30.418 x2 — 121.672 


^ 


Y = 91.84 + 12.061 x1 + 30.418 х, 


اختبار معنوية نموذج الانحدار المتعدد : 
يلي تقدير معالم دالة الانحدار الخطي المتعدد اختبار معنوية ذلك 

النموذج من خلال تطبيق اختبار F-test‏ . 
2 
TSS= ү. PY‏ 

- 2480۴ 
65000 = للد = 824800 = 
8 


Regression SS- X [o (xi - х) + B; (x2 x] 
= У [В X1 + В» Хә ) 


Кер. S. = В? у 2B, B 3 ¥ı % +B”, 2 


e‏ دک 
Reg. S.S.—(12.061)(20)-2(12.061)(30.418)(2 130.418)? (40)‏ 
Reg. SS = . 6‏ 


Residual S.S = 55328.146 


Fo (2,5) = 13.279 


ومن الواضح أن قيمة (F)‏ المقدرة أكبر من نظيرتها الجدولية على مستوى 
اختبار معنوية معاملات الانحدار الجزئية : 

بعد ثبوت معنوية النموذج من واقع تطبيق اختبار F‏ فإنه يجب اختبار 
معنوية معاملات الانحدار الجزئية وذلك بتطبيق اختبار (t)‏ وذلك وفقا للمعادلة 
التالية : 


Sp 


Standard Error of (B) 


Un 
=; 
1 


-۷۲ - 


V 


ويمكن تقدير الخطأ المعياري في مثالنا هذا وذلك وفقا للمعادلتين التاليتين : 


5 
SB = سح تست‎ ы шш 
N 1 0012 
Ж ل ا‎ 
58 
5 
Si Ex ب‎ | 
| y ) Bı y 
ху? 
: وبالتعويض في هاتين المعادلتين نحصل على النتائج التالية‎ 
11.592 ` 11.592 
S; = سب = سس‎ =3869 
| (21) 2.996 
20 - 
40 
11.592 11.592 
Sg = سس‎ = —————— 22736 
Y (21)? 4.592 
40-—— 
20 
В| 12.061 
їв = = = 7 


S» ; 2.736 


tos — (5) = 2.571 


وحيث أن قيمتي di. tfi‏ > الجدولية على مستوى معنوية ave‏ 6 فان A‏ 
ъй‏ بأثر زيادة سنوات الخبرة إلى ۱۲ سنة وعدد الدورات التدريبية إلى عشر 


دورات : 


Y = 91.84 + 12.061 xı + 30418 x2 
= 91.84 + 12,061 (12) + 30.418 (10) 
= 91.84 + 144732 + 304.18 

Y ` = 540752 


> 


أي أنه من المتوقع أن يصل الدخل الشهري إلى حوالي 54١‏ جنيها في 
NN‏ 


-У%- А E 
الفصل الخامس‎ 
اختبار الفروض الإحصائية‎ 


Testing the Statistical Hypotheses 


يعتبر اختبار الفروض الإحصائية الخطوة المنطقية التالية للتقدير с‏ 
حيث قد يهتم الباحث باختبار معنوية بعض المعالم التي حصل عليها من عملية 
التقدير . فنظرا لأن معالم المجتمع Parameters‏ غير معروفة للباحث » فإنه 
یقوم باجراء التجارب أو الاستبیانات الإحصائية لتقدیر لحصاءات مختلفة 
5 من العینات » وبعد ذلك يستخدم الباحث إحصاءات العينة في 
مخاولة تقدير معالم المجتمع » كما قد يكون الغرض من تقدير ال(حصاءات هو 
اختبار نظرية معينة c‏ یضعها الباحث ثم یختبرها ۰؟ وعلی ذلك یعتبر اختبار 
الفروض الاحصائية من آهم الموضوعات في مجال اتخاذ القسرارات 


.Decision 


النظرية الفرضية (فرض Null Hypothesis (as!‏ 
يقوم الباحث بفرض نظرية معينة ثم يختبرها عن طريق التجارب أو 
جمع المشاهدات للتأكد من صحتها وعلی أساس النتائج يرفض أو يقبل 
النظرية . هذا وقد سمي بفرض العدم لأن الباحث يضعه على أساس أن 
يرفضه . فمثلاً إذا أرد Cast‏ أذ يفاوق Да ang us‏ ملعة شمه [uis‏ 
التقليدية » فإنه يضع فرضية فحواها : "عدم وجود فرق جوهري أو معنوي بين 

الصنفين" . ويرمز له بالرمز : م۴1 . 


5 ۲ „мо. 


الفر ض البديل : Alternative Hypothesis‏ 
وهو الفرض المقابل لفرض العدم » ذلك أن رفضنا لفرض العدم يقودنا 
إلى قبول فرض بديل عنه ويرمز له بالرمز На:‏ . وعلى ذلك يتمثل الفرض 


البديل في وجود فرق معنوي بين الصنفین موضوع المقارنة ٠‏ 


أنواع الأخطاء التي نتعرض لها عند إجراء اختبارات الفروض : 
خطأ النوع الأول : Туре I Error‏ 

يقع الباحث في خطأ النو ع الأول إذا сб ый‏ العدم عندما یکسون 
خطأ النوع الثاني : Type II Error‏ 

يقع الباحث في خطأ النوع الثاني إذا قبل فرض алај‏ عندما يكون 
tis‏ : | 

ويمكن توضيح ذلك في الجدول التالي والذي يعرض العلاقة بين القرار 


су л] Type I Error 


مستوی المعنوية : Level of Significance‏ 
Es‏ ورف مس ین تایه ub‏ أنه درجة E‏ الذي على 
آساسه يتم رفض فرض العدم (Hz)‏ عندما یکون صحیحا . أو بعبارة آخری هو 

احتمال حدوث خطأ من النوع الأول » ويرمز له (a) a‏ أي أن : 


а = P (Type I Error) .‏ 
P (reject Ho |Но Is True) .‏ = 
وتجدر الإشارة إلى أنه في معظم العلوم ات التطبيقية يتم استخدام مستوى معنوية 


٥٠ر‏ أو ۱.ر ون كانت WM WE ЫШЫ АГЫШЫ:‏ أن 
الفروق بين معالم المجتمع وتقديرات العينة حقيقية وكبيرة بحيث لا يمكن أن 
تعزى إلى الصدفة . ويعني مستوى المعنوية ۵«ر )%0( أنه من المحتمل أن 
ترفض فرض العدم (Ho)‏ وهو صنحیح خمس فرص من مائة فرصة » أي أننا 
واثقون من قرارنا بنسبة %4١‏ بأنه قرار سليم . أما مستوی المعنوية ١٠ر‏ 
)061( فهو يعني أنه من المحتمل أن نرفض فرض العدم (Ho)‏ - بالرغم من 
ofc dad due йй байсал‏ أن dust‏ الوقوع في خطأ في 
سن \% وأن الاستنتاج يكون صحيحاً بدرجة ثقة 


. %4 


ما في حالة قب Ge. EU PME‏ کون A iaa‏ 
خطأ النوع الثاني ويرمز له بالرمز بيتا (B)‏ أي أن : 


B =P (Type П Error) 
= P (accept Ho / H, is falser) 


العلاقة بين الخطأ الأول والخطأ الثاني : يمكن توضيح العلاقة بين الخطأين 
(ألفا » (Gy‏ كما يلي : 


0) 


(v) 


С) 


مع ثبات حجم العينة فان احتمال ss‏ الأول لا يمكن خفضه دون 
زيادة احتمال الخطأ الثاني في نفس الوقت . 

مع ثبات حجم العينة فان احتمال الخطأ الثاني لا يمكن خفضه دون 
زيادة احتمال الخطأ الأول في نفس الوقت . 

يكون احتمال الخطأ الثاني صغيرا كلما زاد الفرق بين الوسط الفرضي 
والوسط الحسابي الحقيقي للمجتمع . | 

مع ثبات احتمال الخطأ الأول فان احتمال الخطأ الثاني سينخفض كلما 
زاد حجم العينة. 

مع ثبات احتمال الخطأ الثاني فان احتمال الخطأ الأول سينخفض كلما 
زاد حجم العينة. | 

يمكن خفض احتمال الخطأ الأول والخطأ الثاني في نفس الوقت للدرجة 
المطلوبة بزيادة حجم العينة بدرجة كافية . 


Power of the test الإحصائي‎ PT قود‎ 


يمكن تعريف قوة الاختبار بأنها مقدرة الاختبار الإحصائي لاكتشاف 


الفرض البديل عندما يكون صحيحا » أو بمعنى آخر رفض فرض العدم عندما 
يكون GLL‏ » ولذلك فان قوة الاختبار هي : 


Power of the test = 1-8 


VA. 


۰ ومن ыза,‏ هناك علاقة بين قيمة (В)‏ وقوة الاختبار مؤداها أنه 
رن uc‏ الاختبار . 


منطقة الرفض : Rejection Region‏ 
تعرف منطقة الرفض بأنها تلك المنطقة التي إذا وقعت داخلها قيمة 


منقطة القبول : Acceptance Region‏ ` 
تعرف على أنها تلك المنطقة التي إذا وقعت قيمة الاختبار الإحصائي 
داخلها » فإنه يتعين قبول فرض العدم (Ho)‏ . 


وعادة يتم مقارنة قيمة الاختبار الإحصائي المحسوب من العينة مع 


قيمته المستخرجة من توزيعه الاحتمالي (جداول خاصة) ‹ وذلك للوصول إلى 
قرار رفض أو قبول فرض العدم. 


أنواع الاختبارات : 
هناك ثلاث أنواع من الاختبارات هي : 
)۱( اختبار الطرف الأيسر : : Left side test‏ 


ینم إجراء هذا J‏ € فرض العدم (Hj)‏ هو: 
Ho : M = M, ^,‏ 
| اکن الان فة : H : М <M‏ 


-NA. ў 
قيمة توقع المجتمع » ويعتبر الوسط الحسابي المحسوب‎ = Mo: حيث‎ 


ويمكن توضيح ذلك الاختبار في الشكل البياني التالي : 


X 


فإذا كانت قيمة (Z)‏ المحسوبة أقل من القيمة (х)‏ المستخرجة من جدول 
التوزيع الطبيعي المعياري على مستوى المعنوي المطلوب « فاننا نرفضص 
الفرض . أما إذا كانت (z)‏ أكبر من (x)‏ فإننا نقبل الفرض . 


Right Side Test : اختبار الطرف الأيمن‎ (Y) 
H,:M-M, ur فرض العدم‎ 


الفرض البديل ۰ ۰ ۸60 <۷ : ,۲ 


وذلك كما هو مبين بالشكل البياني التالي : 


فإذا كانت قيمة (Z)‏ المحسوبة أكبر من قيمة (Y)‏ الجدولية عند مستوی 
المعنوية المحدد نرفض فرض العدم (Ho)‏ . أما إذا كانت Jil (z)‏ من 
(Y)‏ الجدولية نقبل فزض العدم . | 
(Y)‏ اختبار الطرفين : Two Tailed Test‏ 
يجري هذا الاختبار عندما يكون : 
Ho :M. =M,‏ 
Ha :M £M,‏ 


ویمکن توضیح ذلك في لشکل البياني التالي : 


منطقة الرفض ٠‏ 


ومن الملاحظ أنه في هذه الحالة فإننا نقيل فرض العدم (Ho)‏ إذا كانت 
قيمة (Z)‏ المحسوبة تقع بين (X, у)‏ المستخرجة من الجدول مع ملاحظة 


ان : 


Ү = X 
. لأن التوزيع متمانل‎ 


كما نرفض فرض العدم إذا كانت قيمة (Z)‏ تقع خارج (X Y)‏ . 


بعض نماذج اختبارات الفروض 


Parametric Test : الاختبار ات المعلمية‎ : Y d 

وتسمى الاختبارات المعلمية لأنها تعالج مسائل ذات علاقة بمعالم 
التوزيعات الاحتمالية مثل الوسط الحسابي (М)‏ والتباين (0) وسوف 
نتناول فيما يلي بعض نماذج هذه الاختبارات : 


: اختبارات الفروض الإحصائية للقيمة المتوقعة (المتوسط) للمجتمع‎ )۱( ٠ 

أ- عندما يكون تباين المجتمع الأصلي (`о)‏ معلوما : عند سحب Aue‏ 
من مجتمع يتوزع توزيعا طبيعيا بتوقع (М)‏ وتباين (в)‏ فإذا 
كانت (6') معلومة » فان اختبارات الفروض الإحصائية المتعلقة 
بقيمة (М)‏ أي توقع المجتمع تعتمد على توزيع المعاينة للمتغير 
(x)‏ أي الوسط الحسابي للعينة » وحيث أن (х)‏ يتوزع" 

g- * 39 *‏ 
توزيعا طبيعيا بتوقع (М)‏ وانصراف معياري (N DO)‏ ‹ 
وحيث أن قيمة (o)‏ للمجتمع معلومة › فإنه يمكن تطبيق الاختبار 
التالي :. | 


` X-M 


© f 


Z = 


-AY. 


Y ы 


وهذا المتغير عبارة عن متغير عشوائي يتبع التوزيع الطبيعي المعياري 


ويمكن استخدام هذه النتيجة في اختبار الفروض الإحصائية المتعلقة بالقيمسة 
المتوقعة للمجتمع وذلك بإتباع الخطوات التالية : 
نيدأ بتحديد فرض العدم (Ho)‏ . 


تحديد الفرض البديل » ومنه يتحدد نوع الاختبار واتجاهه (من 

طرف واحد أو طرفين) . 

تحديد التوزيع المستخدم في الاختبار . 

تحديد منطقة قبول أو رفض فرض العدم » أي بمعنى آخر تحديد مستوى 
المعنوية » والذي يحدد الحدود الفاصلة بين منطقتي القبول أو الرفض بناء 
على نوع الاختبار ونوع التوزيع المستخدم . | 
يتم تقدير قيمة الاختبار الإحصائي من واقع بيانات العينة وبناء على قيمته 
يمكن تحديد قبول أو رفض فرض العدم فإذا وقعت قيمة الاختبار 
الإحصائي المقدر من العينة في منطقة الرفض نرفض فرض العدم والعكس 
صحيح ومما هو جدير بالذكر أنه حتى إذا لم يكن توزيع المجتمع الأصلي 
يتبع التوزيع الطبيعي » فان توزيع (Z)‏ في هذه الحالة يؤول إلى التوزیسع 
الطبيعي المعياري إذا كان حجم العينة کبیرا أي أن : ۰ 30 < n‏ 


| مثال (۱) : تقوم ات ر ات ا اة الغسيل بتسويق منتجاتها في 


عبوات سعة کل منها о‏ كيلو جرام وذلك بانحراف معياري ЭР‏ كجم غير أنه 
تکررت شکوی المستهلکین من وجود نقص في وزن العبوة عن الوزن المقرر 
لذا فقد قامت ادارة حماية المستهلك بوزارة التموین باختبار الفرض الذي موداه 
أن متوسط وزن العبوة يساوي ۵ كيلو جرام مقابل الفرض البديل أن العبسوات 


-А%- 


في المتوسط أقل من © كيلو جرام.. وعلی ذلك قامت الإدارة باختيار عينة 
عشوائية من ۱۰۰ عبوة » وتبين أن متوسط الوزن الصافي للعبوة في العينة 
يساوي EA‏ كيلو جرام » مستنداً إلى بيانات العينة المسحوبة من المجتمع هل 
ترى أن المستهلكين لهم الحق في شكواهم من نقص الوزن الصافي للعبوة . 


Н: M25  : PENES NOE 

Н: М<5 С: الفرض البديل‎ 
a-599. — : مستوى المعنوية‎ 
X-M 


Z = 


O [n 


4.8—5 -0.2 
0.5 4| 100 0.05 


ومن الملاحظ أن قيمة (Z)‏ المحسوبة تساوي (4-) تقع في منطقة 
الرفض وذلك على مستوى معنوية Фо‏ . وعلى ذلك فإننا نرفض النظرية 
الفرضية بأن متوسط وزن العبوة يساوي ۵ كيلو جرام ونقبل الفرض البديل 
الذي مؤداه أن متوسط وزن العبوة يقل عن © كيلو جرام » ومن شم فإن 
المستهلكين لهم الحق في شكواهم ويمكن تصوير ذلك بيانياً في الشكل التالي : 


حيث أن )0.05 = (а‏ » فإن القيمة الحرجة في الجانب الأيسر 
= 1.645 سه من جدول (t)‏ . 


ب- عندما يكون تباين المجتمع الأصلي (o^)‏ مجهولا : | 
نظراً لأن تباين المجتمع غير معلوم فإن الاختبار الإحصائي (2) لا 
يصلح للاستخدام في اختبار الفروض الإحصائية » ولكن يستخدم اختبار 
Ya (T)‏ منه . وفيما يلي معادلة الاختبار : 
X-M‏ 


c '(n-1)‏ کت 
S/ J n‏ 


Т = 


وفي هذه الحالة نستخدم تباين العينة (S?)‏ ويتم تقديره وفقا للمعادلة 


У x2- 


So = 


وذلك كتقدير غير متحيز لتباين المجتمع . 


مثال (Y)‏ : من المفروض أن يقوم أحد مصانع انتاج المواد الغذائية 
المحفوظة بإضافة ٠١‏ ملليجرام من مكسبات الطعم لكل علبة من 
кекс PS‏ 
تاج هذا المصنع » وتم تقدير كمية المادة المضافة لكل Ade‏ » وکانست 
نتائج العينة على النحو التالي : | 

| 1 ,11 ,11 ,13 ,10 ,11 ,12 ,9 
والمطلوب معرفة هل يختلف متوسط العينة المقدرة عن الكمية المفروض 
اضافتها من هذه المادة باحتمال %0 . 


الحصل : 


JE. e ый 


ولتطبيق تلك المعادلة يتعين أولا تقدير كل من متوسط العينة وتباینها 


وذلك على النحو التالي : 


» | 
1 


рача? | : تقدير متوسط العينة‎ )١( 


“AV. 


V 


: (S) تقدير الانحراف المعياري للعينة‎ (۳) 
5 = و‎ Х?-( Ex? 
n 
n- 1 


` XX-2 81+ 144+ 121 + 100 + 169 121 + 121 + 12] 


У X= 978 
978-968 7 
PAE = | 1.42857 = 1.195 
7 | 
X-M 
T Ex exe 
۹/۱ n 
11- 10 1 1 
ال بیج‎ ١ 


1.195] 8 1,195/20828 0.42 
tos (7)= 2.65 ., . | EL o قيمة‎ 


وخيث (T)d‏ المحسوبة > الجدولية . т‏ 
لذا يوجد فرق معنوي بين متوسط العينة ۳ البو ونا БЕЗ‏ 
أن الكمية المضافة فعلاً من المادة لا تتساوى مع الكمية المفروض 
إضافتها m | ٠.‏ 


-AA- 


مثال (۳) : تشير إحصاءات إحدى الدول النامية إلى أن متوسط الدخل 
الفردي الشهري هو ٥‏ دولار »غير أن صندوق النقد الدولي يزعم أن 
المتوسط يقل عن ذلك المعدل » ولاختبار مدى صحة هذا الزعم ففد تم 
سحب عينة من ۳۰ مفردة من هذا المجتمع » ومنها تم تقسدیر متوسط 
الدخل الشهري والذي بلغ ٠٠٤,٥‏ دولار € بينما قدر تباين 
العينة بحوالي ۱۹۲ . والمطلوب اختبار مدى صحة الزعم 


. المذكور‎ 
: الحسسل‎ 
М - 205 ۰ Х=164.5 52-196 n-30 
H,: M= 5 уа ая 
Ha: М < 205 : الفرض البديل‎ 
X -M 
Т = t (n-1) 
S /, | n 
164.5 — 205 - 40.5 - 40.5 
ques аш: fes = -|-15.845. 
е, uy N 30 ^ :.14/5477 2.556 
T.01 (29) = 2.462 : قيمة ) الجدولية‎ 


наоса 


-^А4- 


إذا قيمة | 1 | المحسوبة > قيمة ) .الجدولية » فهذا يعني وجود فرق معنلوي 
بين متوسط العينة ومتوسط المجتمع » أي أننا نرفض فرض العدم ونقبل زعم 
صندوق النقد الدولي بأن متوسط الدخل الشهري يقل عن ٠١5‏ دولار وذلك 


. 8 Мз بدرجة‎ 


جمنطقة الرفض 


EY ~ 


)۲( اختبارات الفروض حول الفرق بين متوسطي مجتمعين : 
نتناول في هذا الصدد اختبار ua goi‏ حول الفرق بين متوسطي 
مجتمعين موزعين توزیعا طبیعیاً » وسوف نعرض حالتين هما العينات 
المستقلة والعينات غير المستقلة (البيانات المتناظرة) . 
(أ) حالة العينات المستقلة : 
لاختبار الفروض الإحصائية المتعلقة بالقيمة المتوقعة لمجتمعجين ; 
مستقلین » نقوم بسحب عينة АЙ е‏ من كل مجتمع . وبافتراض أن 
(Mi , Mo)‏ هي القيمة المتوقعة للمجتمع الأول وألثاني على الترتيب » я‏ 
فإنه يمكن صياغة الفروض كما يلي : 
فرض العدم : Ho = M, =M: arMı-M,=0 e‏ 


Ha : Mi Z M; ar Mi; - M; z0 
H,:M, > M, ar Mi- M, <0 
Ha: M'« M, ar Mi - M; «0 


وتعتمد الاختبارات في هذه الحالة على توزيع العينات للمتفیسر 
العشوائي (x, - x?)‏ والذي يتبع التوزيع الطبيعي بتوقع (M, - М»)‏ 
وثباین یتوقف Дь‏ ما 13 كان قاين المجتمعین معلوما d‏ لا | 


£ 2 
(*) إذا كان تباين المجتمعين معلوما ) ee i OT‏ 
1 


في هذه الحالة نستخدم الاختبار التالي : = 
X1-X5‏ 


Ann ارزع الطبيعي المعياري مع افتراض‎ р متغیر عشوائي‎ Аз 
وتجري خطوات تطبیق الاختبار على النحو‎ . (Mi = М) c9 оа А 
| _ المذكور سلفا‎ 


(*) إذا كان تباين المجتمعين. مجهولاً وحجم العينتين کبیرا : 
2 2 
في هذه الحالة يتم الاعتماد على تقديرات التباين من العينتين وهما ( 5,5( 
2 1 
وبافتراض أن حجم العینتین كان كبيراً » أي أن : 


ونستخدم الاختبار التالي : 


وهو Lad‏ متغير عشوائى يقترب من التوزيع الطبيعي المعياري مع افك راض 
| صحة الفرض العدمي . ويجري تطبيق الاختبار وفقا للخطوات سالفة الذكر . 


: إذا كان تباين المجتمعين مجهولاً و وحجم العينتين صغيراً‎ )*( ٠ 
في حالة ما إذا كان حجم العينتين صغیرا » فان الاختبار يعتمد على مدى‎ 
. تساوي أو اختلاف تباین \ جد المجتمعين‎ 


إذا كانت. б‏ = 0 


وفي هذه الحالة نقوم بحساب التباين التجميعي (التباين المشترك) وذلك على 
النحو التالي : 2 | А‏ | 
5 - ثم + $ (1 - بج) : 


UA 


n; ۳ -2. 


КТА 
Е تباين العينة الأولى‎ o : حيث‎ 
2 
5 = تباين: العينة الثانية‎ 


وحيث أن حجم العينتين صغير » فاننا نستخدم اختبار а, T‏ 
للمعادلة التالية : | 


| هذا ويتبع المتغير العشوائي (T)‏ التوزيع (T)‏ بدرجة حرية (ni + по‏ 
)2 بافتراض صحة فرض العدم (M, = Mo)‏ وتتبع نفس خطوات التطبيق 


سالفة الذكر . 
2 
- إذا كان حم 7 کم 
2 
1 
في هذه الحالة نستخدم المعادلة التالية : _ 
X - X |‏ 
Ts‏ 
2 2 
S. + S‏ 
i 2‏ 


-АҮ- 


وهو متغير عشوائي يتبع توزيعا يقترب من توزیع T‏ بدرجة حرية (n)‏ 


بافتراض صحة فرض العدم حيث : 


2 2 
5 + 5 
1 2 
у 2 n, n 
2 2 
S/n, S 
1 + 2 
пу = 1 nz- 1 


وبتطبيق الاختبار يمكن اتخاذ القرارات على النحو التالي : 

(*) إذا كان : £0 На: M; - Ma‏ نرفض 110 عند مستوى معنوية 
)>( إذا كان : T о, ао)‏ 

(*) إذا كان : 0 Ha: Mi - Ma»‏ نرفض Ho‏ عند مستوى معنوية 
Т 22 «a 20615 (0)‏ 

(*) إذا كان - 0 > На: ml - m2‏ نرفض НО‏ عتد مستوی 2 


. Tato) إذا كان‎ (S) муы 


٠‏ مثال )١(‏ الجدول التالي يعرض نتائج مسابقة في العلوم الاقتصادية بين عينتين 
إحداهما تمثل طلاب كلية التجارة جامعة القاهرة والأخرى us‏ طلاب كلية Р‏ 
التجارة جامعة أسیوط e‏ وذلك بواقع о.‏ طالبا لكل منهما (مثال افتراضي). | 


كلية التجارة / القاهرة | Aus‏ التجارة / أسيوط | 


هل ترى من نتائج هذه الدراسة وجود فرق معنوي بين المستوى العلمي لطلاب 
كلية التجارة جامعة القاهرة وكلية التجارة جامعة أسيوط ؟ . 


: الحسل‎ 
Ho: M, = М, : فرض العسدم‎ 
H,: M1 ZM, { الفرض البديل‎ 


| . الاختبار من طرفين‎ ЇЗ 
وحيث أن حجم العينتين كبير » فإنه سوف يتم تطبيق اختبار (2) على النحو‎ 
| i التالي‎ 


Хез К» 


وعند مستوى المعنوية 05 , » نعلم أن منطقة القبول هي )1.96 ,1.96-) ‹ 
وعلى ذلك فان القيمة المحسوبة تقع في.منطقة الرفض ٠‏ أي يوجد فرق معنوي 
في المستوى التعليمي بين طلاب كلية التجارة جامعة القاهرة وكلية التجارة 


جامغة أسنتوط.: 


محافظتین من محافظات الجمهورية » حيث جمعت بیانات العینتین > وکانت 
لنتائج كالتالي 005 ۹ 


.A1. 


والمطلوب اختبار معنوية الفرق بين مستوى الاستهلاك في المحافظتين وذلك 
عند مستوى معنوية %٥‏ . 
ا 

H,:M, = М, Н فرض الى دم‎ 


وحيث أن حجم العينتين كبيرا » فإننا نستخدم الاختبار التالي : 


۸ 
190 - 160 
7 = 
720 - 960 
E OR + — 
60 . 990 
30 | 30 


.| 12 + 7 . 4.761 


-Av. 


-1.960 1.960 


а РАИ dou a. وحيث‎ 
| PW № 


مثال (Y)‏ : أجريت دراسة لقياس مستوى الذكاء بين طلاب جامعتي القاهرة 
وعين شمس c‏ حيث أخذت Auc‏ عشوائية من طلاب جامعة القاهرة حجمها ٠١‏ 
аца‏ متوسط درجات اختبار الذكاء = ۱۸۰ والانحراف المعياري للعينة 
= . كما أخذت عينة عشوائية من ۲۵ طالبا من جامعة عين شمس » وكان 
رظ Veste Asl ы а‏ والاتخراف ماري ك uds co‏ 
اختبار معنوية الفرق في مستوى الذكاء بين طلاب الجامعتين عند مستوى 
معنوي 5 :ر » علما بأن تباين المجتمعين متساويان . 


H :M =M, ; فرض العسدم‎ 
Ha : Mı £M; : الفرض البديل‎ 


وحيث أن حجم العينتين صغيرا نسبيا » فإننا نستخدم الاختبار التالي : 


Xek 


T ENNET 
Е 1 
П; 02 | 
2 І 2 | s 
O = з : وحيث أن تباين المجتمعين متساويان‎ 
: على النحو التالي‎ ($°р) فإننا نقوم بحساب التباين المشترك‎ 
2 2 
(01-1) S +(n2-1) S 
2 pt b 2 
Sp = 
20+25 -2 
(20 - 1) 100 + (25 – 1) 5 
Sp = ۱ 


۱ 20+ 25-2 
8 


45- 


1900 + 5400 


S = = | 169.767 


43 


180 - 0 


T н سم مت سس‎ 
Y 1 1 
۱۷.029 ۳20 os 


40 


~~ 


13.029 | 0.05 + 0.04 
40 40 
q^ Eben o teen ccc Mgr i. 


13.029 (0.3) 3.909 


وباستخدام توزيع ۲ عند مستوى معنوية ١٠ر‏ ودرجة حرية ٤١‏ › فان منطقة 
القبول هي )2.018 ,2.018-( . 


-\++- 


وحيث أن القيمة المحسوبة تقع في منطقة الرفض ٠‏ أي نرفض فرض العدم 
ونقبل الفرض البديل القائل بأن هناك فرقا معنویا في مستوى الذكاء بين طلاب 


مثال )£( : استعن ببيانات المثال السابق في اختبار معنوية الفرق في 
ы O аА‏ قحو E‏ 
المجتمعین . ۱ 

POI 


180 - 140 . 40" 40. 


поо + 225 5+9 14. 
20 25 
40 


Т سباح‎ s1068 |. >. 


3.742 
وهو متغير عشوائي يتبع توزيعا يقترب من توزيع T‏ بدرجة حرية (n)‏ 
بافتراض صحة فرض العدم » حيث : 


_ поло +025057... 
| 1719: 


24 

(5 +9) 196 | 196 

ME dn ي‎ 
19 + A 1.315 + 3.375 4.69 


n = 9 - 42 


н ас dede hib dun 

i‏ منطقة القبول هي )2.019 , 2.019-) . وحيث أن قيمة T‏ المحسوبة 

)10.689( تقع في منطقة الرفض فاننا نرفض فرض العدم ونقبل الفرض 
لبیل القائل بأن هناك فرقاً معنوياً في مستوى الذكاء بين طلاب الجامعتين . 


-Ye Y. 


V * 


ب - حالة العينات غير المستقلة : 

لقد تناولنا اختبارات الفروض للفرق بين متوسطي مجتمعين في حالة ما 
إذا كانت العينات المسحوبة مستقلة تماما عن بعضها ‏ ولکتنا نجد في الحياة 
العملية أن العينتين المسحوبتين غير مستقلة » بمعنى أن مفرداتهما تكون على 
شكل أزواج متناظرة (X, Y)‏ ففي بعض الحالات قد تخضع المفردة 
(X Ü‏ لمعاملة معينة » مع رصد قيمتها قبل المعاملة وقيمتها بعد 
المعاملة (уї)‏ وبذلك نحصل على زوج القيم المتناظرة )4 Y‏ ).ومن 
الواضح عدم استقلالية القيمتين المتناظرتين ۰ حيث أخذت كلتاهما في نفس 
المفردة » غير أن القراءات المأخوذة من الأزواج المختلفة مستقلة عن بعضها . 


ولاجراء اختبار الفروض في هذه الحالة يتم МЇ‏ الفرق بين قيم المتغير 
(X)‏ وقیم المتغير (Y)‏ ولنطلق على الناتج المتغير (D)‏ أي أن : 


pes و‎ n 0018s 
يتبع توزيع طبيعي بمتوسط‎ (D) وعلى ذلك يكون لدينا متغير عشوائي‎ 
. (غير معلوم)‎ ОБ" oM, ۱۷ = Му - М; 

ويكون فرض العدم لهذا الاختبار : 0 > Н, = M, - M2‏ 


ويستخدم اختبار 1 الذي سبق تطبيقه » مع افتراض صحة فرض العدم » والذي 
ju‏ عنه بالمعادلة التالية : 


d : 
T = рее с t (n-1) 
Sq / N n 


EEE d э Su 
: ما لا نهاية تكون القرارات على النحو التالي‎ 

[T| < -م)‎ LE ) وبر ع رب : م8 ذاکنت‎ iae e 

 L£z-t(nl2) إذا كانت‎ Ho فإننا نرفق‎ На: M, < М? : ذا کان‎ e. 


Те > - t (n, 1,... إذا كانت‎ Но نرفض‎ uà Ha : Му > М» إذاكان:‎ e 

-Paired data للبيانات المتناظرة‎ t لكان كن هذه الحالة باختبار‎ ыз 
: )۱( dea 

أجريت تجرية لمقارنة صنفین من. آصناف القمح » حیث تم زراعتهما 

في ثماني مناطق » اختبرت قطعتان متساویتان على مستوی كل منطقة e‏ 

رعت. أحداها یالصنف (A)‏ و الأخرى ی بالصنف (В)‏ وفيما يلي بيانات 


الإنتاجية الفدانية بالار دب : 


| -sé 
LBlok_ ILE TE SELE КЕШ 7 

دعاك تن هس دج 
ые dde‏ 


والمطلوب اختبار معنوية الفرق بين إنتاجية الصنفین على 


مستوى 05, 
s »‏ 
بافتراض أن متوسط إنتاجية الصنف M, = (A)‏ 
وان متوسط إنتاجية الصنف Mox (B)‏ 
فان فرض العدم ۱ 7 20 ولا - بير H:‏ 
H,:up.70 |‏ 
الفرض البديل : H,:ul-yg2z0‏ 
0 ول Ha:‏ 


* 


di |‏ اسف 
ا 00 0 


أ0 0 112358 — 1046 9[ 
| ۲ 1.0 14 15 


S4 / yn 


ك5 


* 


1.313 - 
Т, = سس‎ 
0.458 / | 8 
1.313 1.313 
Toe Ж مسح ج‎ эш шш шы ш, аны 


0.458/2.828 0.162 


ad‏ الواضح أن قيمة T‏ تقع في منطقة الرفض ۰ لذا فإننا نرفض Ho‏ ونقبل 
الفرض البديل яг MANN‏ 


مثال (Y)‏ : 
الجدول التالي يبين درجات مادتي الإحصاء والرياضة لعشر طلاب : 


ET z‏ انه نون بال نالع 
درجة э M mo ET‏ | ۱175۱92 56 
والمطلوب Абы!‏ معنوية الفرق بين متوسطي درجات الاحصاء والرياضة عند 
مستوى معنوية 05‚ ۱ 
بافتراض أن كلا من مادتي الإحصاء والرياضة تتبع توزيع طبيعي بمتوسط 
Mi, M;‏ على التوالي فإن : | 

فرض العدم : ۶0 ول - بل Ho:‏ 

الفرض البدیل : 0 ولا - رل H:‏ 


5 ИСЕ 


-Y.N- 
X 


من الواضح من المثال أن درجة الإحصاء غير مستقلة عن درجة الرياضة 
لنفس الطالب ۰ لذا فإننا نستخدم اختبار T‏ للبيانات المتناظرة ويكون الاختبار 


Toe o жы) 


: يلي خطوات إجراء الاختبار‎ Gd, 


Sa Ez 


1.6 | 1.6 1.6 


8.54/۸ | 10 8.54/30162 2.7 


2018 — . | 2.018 


حيث أن T Aad‏ المحسوبة تقع في منطقة القبول » ولذا فإنه لا يمكن رفض 
النظرية الفرضية (فرض العدم) عند مستوى معنوية ۵ .ر » بمعنى أنه لا يوجد 
فرق معنوي بين متوسطات درجات الطلاب في الإحصاء ومتوسط درجاتهم في 
الرياضة . 


-\.,4- 


الفصل السادس 
تقدير العلاقات الاقتصادية باستخدام النماذج المركبة 


تعتبر العلاقة الاقتصادية جزءا من نموذج يشتمل على 
АРИЯ‏ الأخرى » وتشكل هذه العلاقات مجتمعة نظاما 
hals‏ متكاملاً يعطينا نموذجاً مركباً من المعادلات التي تعبر عن تلك العلاقات 
. فعلاقة الطلب هي جزء من نموذج مركب يشتمل على الطلب والعرض 
والتوازن ومعادلة الاستهلاك هي جزء من نموذج مركب يشتمل على 
الاستهلاك » والاستثمار والتوازن بين الطلب الكلي والعرض الكلي » وهكذا . 


وفي ضوء ذلك فإننا نحاول في هذا الفصل بحث مشكلة العلاقات . 
التبادلية بين المعادلات » التي تصور آلعلاقات الاقتصادية > في نموذج مركب › 
يتكون من مجموعة من المعادلات . وسوف نلاحظ » أن الطريقة التي يتم مسن 
خلالها تقدیر العلاقات الاقتصادية » بمعزل عن Ads‏ العلاقات » لا تعطینا تقديرا 
غير متحيز . كما أنها لا تعطینا تقديراً (Consistent) lil s‏ . ويعني ذلك أنه 


ابد من تعديل الطريقة التي تستخدم في عملية التقدير . 


المعادلات (Simultaneous Equations) AY)‏ 
T Lasy‏ در استنا لنمودج Jos Il‏ الذي يتكون من معادلة واحدة 2 


y-b,tbixitu, | (A) 


ويمكن أعظاء الفروض الأساسية في الاتسي : 


t lanh. ^" Wu» =0. xb 
t 51925. E39 -0 02) 
) = L123..n E) - (3) 
t#S ` EUW =0 (4) 

у(х) +0 (5) 


ونلاحظ أنه إذا صدق الفرض الأول والثائي + فإن تقديرنا في هذه الحالة « 
жы а gab d‏ »پعیث یکون 
RD X) > 0‏ 


وهذا يعني أن القيم التي تكون من (U) жы;‏ سوف تین" قیم آکبر 

من المتوسط بالنسبة لقيمة (ху)‏ . والعكس صحيح » ويژدي ذلك إلى أن تكون 
القيم المقدرة للمتغير أكبر من المتوسط الحقيقي عندما تكون قيمة (x)‏ أكبر من 
المتوسط . والعكس صحيح . ونحصل نتيجة لذلك على تقدير أقل من القيمة 
الحقيقة بالنسبة للمعامل (bo)‏ » وأكبر من القيمة الحقيقية بالنسبة للمعامل (bi)‏ 


alli,‏ لأن هذا التقدير يكون متحيزاً نحو الأسفل بالنسبة لقيمة (bo)‏ » ونحو 


NN Ya 


الأعلى بالنسبة لقيمة (bi)‏ » كما أن هذا التقدير لا يكون متوافقا . فمهما زاد 
حجم العينة لن نقترب من القيم الحقيقية a‏ . 


ولنفرض أن المعادلة السابقة هي معادلة الاستهلاك حيث (у). ji‏ تعبر 
عن الاستهلاك » (xi)‏ تعبر عن الدخل e‏ وأن هذه المعادلة هي جزء 
من نموذج مركب من معادلتين وهو كما يلي  :‏ . 
Y, = btb xr u, (A-1)‏ 

AO = Үр; (A - 2)‏ 
حیث أن )7( هنا yas‏ عن الاستتمار + كما نری في نظرية الاقتصاد الكلي » 
ولنفرض أن (U)‏ ترضي الفروض جمیعها ما عدا الفرض الثاني » فنحن لا 
ale‏ مدی صدقه من عدمه . 
ویصور لنا النموذج المرکب من المعادلتین (۸-1) و )2 — (A‏ وضعا یکون 
فيه الاستهلاك (Y)‏ متغيراً تابعاً لتغير الدخل » ویکون فيه الدخل تابعا لتغير 
الاستهلاك » والاستثمار » حيث أن قيمة (,2) تتحدد خارج النموذج c‏ فالمتغير 
)2( هو متغير (Exogenous. Variable) GRO‏ . فالنمو С‏ ض هنا 
توازناً بين الدخل والإنفاق » وينقسم الإنفاق إلى إنفاق استتماري وإنفاق 

استهلاكي » بحيث يكون الإنتاج الكلي مساویا للطلب الكلي . 


ولنفترض أن (Z)‏ مستقلة عن (U)‏ بحيث تكون )27 E (Ut‏ مساوية 
للصفر . وأنه يمكن إعطاء قيمة (X)‏ بالكيفية التالية : 


bo Zt Ur 


(А-3) X=. Е Жолын єр 
I-b l-b l-b 


: نلاحظ هنا أن‎ 
bo E (zt; U) و۴۳‎ 
E (UrX) = E (Zt UD + 
1 -b 1 — bi |] -bi 
(А-4) E (U, X) = S xg 15 
| —b, 


ويرجع السبب في ذلك إلى وجود العلاقة المتبادلة بين (Yo)‏ و ОЧ)‏ ففي الوقت 

الذي تؤثر فيه قيمة (X)‏ على (Үр)‏ تؤثر قيمة (Y)‏ على (Xi)‏ هي الأخرى 
. وهذا التأثير المتبادل هو الذي عقد الوضع وخلق المشكلة بحيث أصبح 

الفرض الذي يتعلق باستقلال معامل الإزعاج عن المتغير المستقل غير صادق . 


طريقة المربعات الصغرى ذات المرحلتين (TSLS)‏ . 

لقد اقترحت عدة حلول لمعالجة المشكلة . وكان من بين ЛЬ‏ 
يسمى بطريقة المربعات الصغرى ذات المرحلتين (Two Stage Least‏ 
Squares)‏ . وهذه الطريقة وإن كانت لا تعطينا تقديرات غير متحيزة › فإنها 


تعطينا تقديرات متوافقة (Consistent)‏ . ويعني ذلك أن الاعتماد على عينة 


TE 


ذات حجم كبير نسبياً يؤدي إلى إيجاد تقديرات جيدة . وتتلخص هذه الطريقة في 
الخطوتين التاليتين : | 
yg‏ : تطهير المتغير المستقل » وفصله عن ذلك الجزء الذي يرتبط بمعامل 
الإزعاج . 
Qus‏ : استخدام القيم الجديدة » التي توصلنا الات فل TEN‏ 
الذي پرتبط بمعامل الإزعاج i‏ بطريقة المربعات الصغرى 
العادية (01.5) في إيجاد التقديرات . 


وحتى يمكننا رؤية الكيفية التي تطبق بها هذه الطريقة نستخدم النموذج 
الذي صورناه بالمعادلتين (4-1) و (۸-2) ولنفرض أنه يمكن وضع النموذج 

: بالكيفية التالية‎ 
(А-1) Yt = bo + bxt + Ut 


(A-3) Xe = Ад+А2,+У; 


siyi 
Ut 
7 = 
l- bi 


ونلاحظ هنا أن (шей 0,E(V)‏ وبالتالی یکون متوسط قیم 


: هو‎ (Х|) 


m 


(А-4) X = ag t a, 2, 


m ۲ : ويكون‎ 
(A-5) © җ=х tw, : 


ولنفرض أن القيمتين : (,3,وة) معلومتان c‏ ولنعوض قيمة (X)‏ في المعادلة 
(А-1)‏ ۰ لنحصل على ما يلي : | | 


)4-6( Y= by + bx, + ها‎ 


Ui 


1 - bı 


Vi = bı V+ U, Ec 


| : وبدلك تكون‎ 
)4-7( Y, = bo + ب‎ x + Vt 


-\\о. 


ә 


وهذه الصيغة ‹ على خلاف الصيغة الأولى )1 - ۸) ترضي كافة الشروط » 


i db. 


E(v)-20 


E(WX (2-0 


(A-4) X= taz 
d ونستطيع الاعتماد على الشرطين‎ 
v= ` (1) 
3 уй : (2) 
| | : لإيجاد المعادلات التالية‎ 
(А -8( 2 Yı=b,n + Ў X ( 
(A-9) 5 ۷:26, وه‎ Ex Et bi ғ (х,) 
: وإيجاد تقديراتنا بالكيفية التالية‎ 
م‎ X (x, - хт)у, 
(A-10) b= EINE N сыг 
X (x«- хт)? 
(А-П) a = y .bx 


v 


ويتضح من ذلك أنه لإيجاد تقديرات كل من (bo)‏ و (b)‏ لابد من EU‏ 
Уу‏ : إيجاد متوسط قيم (X)‏ وهو ( ) التي لها علاقة بالمتغير (Z)‏ 
ثانياً : استخدام قيمة (Ху)‏ بدلاً من قيمة (X)‏ لإيجاد التقديرات 
المطلوبة. 


" وحيث أن (ao, ap)‏ غير معلومتين » فإنه لا بد من تقديرهما » بحيث 
نحصل علی (ду, а)‏ » ونوجد طريقهما قيمة (X0)‏ التي نستخدمها بدلاامسن 


: وبذلك نحصل على التقديرات التالية‎ » (Ы) و‎ (bo) في تقدير كل من‎ (Xy) 


200 - X)Y, 


(А — 12) b, = аса 
| fX, - Xy 
(A-13) b = Yibk s. 
.: بعض النتائج الإضافية‎ 

بعد الحصول على تقدير متوافق لقيمتي (bo , bj)‏ يمكن إعطاء تقدير 
معامل الإزعاج على النحو التالي : . | 


^ 


(A-14) V, Y, د‎ 5 -bx 
: وبذلك يمكن إيجاد تقدير للتباين )51( على النحو التالي‎ 


فا > 


۷ 


"NES 
(A-15) o: 
n-—-2 


ويمكن استخدام المعادلة )13 - (A‏ للحصول على تباين (bo)‏ كما يلي: 


(А—16) = var( Бо) = 


ويمكن » call‏ استخدام هذه التقديرات في اختبار الفروض › ولكن طريقة 
المربعات الصغرى ذات المرحلتين لا يمكن تطبيقها إلا إذا كان النموذج المراد 
تقديره معرفا (Identified)‏ ويتوقف كو ن النموذج معرفا على عدد المتغيرات 
التي (Predetermined Variables) lias cai‏ . 


المتغيرات التي تحدد مسبقاً : 
ТҮЛҮГҮ‏ الك bisce‏ 
النوع الأول : ويطلق عليه اصطلاح المتغيرات الخارجية (Exogenous‏ 
Variables)‏ « وهي عبارة عن متغيرات تتحدد قيمها خارج 
النموذج . 5 
النو ع الثاني : وهي عبارة عن متغیرات داخلية مختلفة (Lagged‏ 
Variables)‏ ۰ وتحدد قیمها داخل النموذج بطريقة منتظمة . 


مثال : لنفرض أن النموذج الذي نرید تطبيقه هو على النحو التالي : 


yY = bo + bı xi + bz ха + U,‏ (1- ظ) 


(В-2) Xi = Ys tZ, н 5 


حيث أن (X)‏ تعبر عن الدخل » (Y)‏ تعبر عن الاستهلاك ۰ (А)‏ تعبر عن 
الاستثمار » وقيمة هذا المتغير تتحدد خارج النموذج . وبذلك نلاحظ أنه لدينا 


متغيرين تتحدد قيم كل منهما مسبقا : المتغير الأول هو (Хал)‏ وهو عبارة عن 


قيمة (X)‏ في السنة السابقة » والمتغير الثاني هو (Z)‏ وهو متفیسر 


۱ : الشکل الأساسي والشکل المحول‎ 
(A-1) | Y, bo tb, x, +U, 


AY X - = NDA 


ا 


وهو أصل النموذج المركب . هذا الشكل يطلق عليه اصطلاح الشكل الأساسي 
(Structural Form)‏ لأنه الأساس الذي نؤسس عليه تقديراتنا . ویمکن 
استخدام هذا الشکل وتحويلة إلى شكل آخر » كما رأينا عندما أردنا فصل الأثر 
المتبادل بين (X)‏ و )0( للحصول على : | 


Е (В-3) Y, d 0 بطع‎ X t+ Vi 
(B-4 . X, = apta 2, + у, 
: تعطینا ما يلي‎ X, =a + az, حيث أن‎ ۰ 
(B5) ү = (+ а)+ыад+у, 
(В-6) X, = ag tal Z + у; 


2 7 


وبصورة اخرى 


(В-8) X = poc зу „ү 
| — b, I - b, 


وهذا الشكل الذي صوزناه بالمعادلتين )7 — (b‏ و (B-8)‏ يطلق عليه اصطلاح 
الشکل المحول (Reduced F orm)‏ ونستطيع كتابته كما يلي : 


(B-7) Y, = Bo + B, Zı tV, 
(B-8) xt Sa ta, д + v, 
حيث أن‎ 
b, bo 
Bo = 2-2-2-7 В| = II 
1- b, 1 TY b, 


ونلاحظ من خلال ذلك أن قيمة كل من (۲) و (X)‏ تتحدد عن طریسق 
المتغیر الخارجي (2) E )2, vi) ds.‏ يساوي صفرا » وبذلك یمکن تقدير 
المعادلتين (8-7) و . (B-8)‏ باستخدام طريقة المربعات الصغرى العادية » 
ولکن Ty o Mel‏ ية الرجوع من الشكل المحول إلى الشكل الأضلي 


MY. 


* 


مشكلة التعرف (Identification Problem)‏ : | 
ذكرنا بأن التقديرات التي توفرها طريقة المربعات الصغرى ذات 
المرحلتين "هي تقديرات متوافقة . ولكن هناك بعض الحالات التي لا يمكن فيها 
استخدام هذه الطريقة . فلنفرض مثلاً أن النموذج الذي نريد تقديره یتکون من 
المعادلات الآتية : 
(C-1 0 =а+ар+0,‏ 
(С-2) О =В,+ВР,+Е,‏ 


(C-3) or = 


£ 
حيتت أن : 


الكميات المطلوبة من о, = (Qt)‏ 
الكميات المعروضة من (QU‏ = 0 
الأسعار الخاصة بالسلعة Рр = Qt‏ 


وأن ثوابت المعادلات السابقة هي : (ао, а, Bo, B)‏ . 
ولنفرض آننا نريد تقدير معادلة الطلب (0-1) نلاحظ بأن (U)‏ غير مستقل 
عن (Pt)‏ وذلك Q^) су‏ = “0) كما هو في المعادلة (3- (C‏ ويعني ذلك 
أن : 

aot a FU, = Bot b, Р, +e, 


وبذلك تكون قيمة (p)‏ كما يلي : 


(C — 4) Р, = 20-80 U, -E, 
B, - a, B -a 


وتكون : | 
E(RU) # 0‏ 
ويعني ذلك أن (U)‏ يكون مرتبطاً مع (Р)‏ وتوجد. مشكلة نتيجة لذلك ‏ ولا 
اه طريقة المربعات الصغرى ذات المرحلتين في هذه الحالة » فإننا 
نيدأ بتقدیر قيمة المتغير المستقل (P)‏ ولکن (p)‏ في شکله المحول لا یعتمد 
E‏ متغیرات محدودة (Predetermined) (a‏ . ویتعذر لذلك تطبیق هذه 
الطريقة لتقدیر دالة الطلب . ولذا ما آردنا تقدير Alla‏ العرضص » فاننا تصل إلى 
نفس النتيجة . وهذه المشكلة هي مشكلة تتعلق بوصیف النموذج 
(Specification Problem)‏ . ویعتبر البناء الذي يتكون منه S gius с‏ 
عن هذه المشكلة . 
مثال : لنفرض أن معادلة الطلب في EN‏ السابق هي كالاتي 
(А) О, = Во+В‹р+В›Ү,+щ‏ 

وان معادلة العرض هي 

ag ta pi E, 


Il 


(ВІ) Q 
(В2) Q. 


5 


0 


t 


1 


NYE 


بحيث يمكن إيجاد تقدير (pi)‏ كما يلي : 
(С-1) Pi = Со + С, Y,‏ 
cus‏ أن دخل المستهلك = (Y)‏ » فإننا نلاحظ في هذه الحالة 
آیضا أن هناك علاقة خطية تامة بين المتغيرين : (Y)‏ و (P)‏ وبذلك 
یتعذر تطبيق طريقة المربعات الصغرى ذات المرحلتين ‹ لإيجاد معادلة الطلب. 


وإذا قارنا بين معادلة الطلب ومعادلة العرض e‏ فإننا نجد أن هذه-المعادلة . 
خالية من وجود المتغير (Y)‏ » ولذلك يمكن تطبيق طريقة المربعات الصغری 
ذات المرحلتين في تقدير هذه المعادلة » حيث يمكن وضع هذه المعادلة في 
الصورة التالية : 

А :‏ 
А (С-2) Qu = ag t a, P, + E,‏ | 
ونلاحظ هنا عدم وجود المتغير (Y)‏ الذي يرتبط خطیا ارتباطا 
كاملاً مع (Pp)‏ » ولذلك يمكن تقدير هذه المعادلة باستخدام قيمة (Б,)‏ بدلا من 
(P)‏ . | 


ونلاحظ » بالإضافة إلى ذلك » أن معادلة الطلب تحتوي على عدد من 
المتغیرات المستقلة (الداخلية) آکبر من عدد المتغیرات (المحددة مسبقا) الف 
NE‏ موجودة في النموذج » ولا تكون موجودة في معادلة الطلب 1 


-\ ҮҮ 


كما نلاحظ أن عدد المتغيرات المستقلة (الداخلية) يساوي عدد المتغيرات 
(المحددة مسبقا) التي تكون موجودة في النموذج ولا تكون موجودة في معادلة 


А М 
0 ха ај 


ولذلك كانت معادلة الطلب غير معرفة » وكانت معادلة العرض 
معرفة » وأمکن إيجاد تقدير لها بطريقة الفربعات الصغرى ذات 


шй)‏ تسس 


анараа аар‏ يي 


الفصل الأول 
التوازن الاقتصادي الجزئي 


يمثل التوازن حالة من الثبات حيث تكون جميع القوى المؤثرة في حالة 
ОСЕ‏ هناك ميل لهذه القوى في التغيير وإذا تغيرت هذه القوى أو 
إحداهما فإنه نقطة التوازن ستتغير إلى نقطة آخری » وينقسم التوازن من ناحية 
دراسته up. ШОУ‏ | 
)۱( التوازن العام ويمثل حالة التوازن التي تكون فيها جميع الوحدات 
الاقتصادية في حالة توازن . 
(Y)‏ التوازن الجزئي ويمثل حالة التوازن ا T E‏ 
في حالة توازن وتنقسم إلى : 
ا- نولزن فمف حیث یکون للمستءلك في حالة تبوازن لذا کسان. 
المستهلك ینفق دخله في الصورة التالية : 


(с Wed Seg 


vé '€ È 


ب- توازن المنشأة حيث تكون المنشأة في حالة توازن إذا كان عرضها 
النهائي هو معظمة الربح أي أن : 


TS 


vo نکون فيه قوی الطلب مساویه‎ ИИИ توازن‎ (r) 
i قسوی الطلسب‎ nda ناف سعر عند‎ шд رین‎ 
٠ العرض.يطلق عليه سعر التوازن‎ 
حساب الكميات التوازنية والأسعار‎ tuc, لدينا تلك العناصر‎ sails: 
: التوازنية . فمثلاً إذا علمنا أن‎ 

د = 7-50 س 

Qa‏ - 3+10 س 
ر £d‏ : 

Ы аза A ш] ERR 

| 1 КАК 

بالتعويض في شرط التوازن نجد أن : 
7 7-50 = 3+10سا 

60 = 10 س 


60 m" 
6 = ——— = س‎ M 
. 10 
وبالتعويض في دالة الطلب أو دالة العرض نحصل على الكمية التوازنية‎ 
8-4 
ый ولایضاح منهوم لتوازن » لنفترض آن مستوی السعر الساند في‎ 
Sess LP" یه هی‎ ca] هو "7" نعوض في دالة العرض فنجد أن الكمية‎ 
بينما بالتعويض في دالة الكمية المطلوية نجد أن الكمية المطلوبة لن تتجاوز‎ 
وحدة واحدة . وسوف تؤدي فائض الكمية المعروضة إلى الضغط على الأسعار‎ 
P إلى أسفل نحو السعر لتوازني » أي أنه عند نقطة بعيدة عن المستوى‎ 


t 


EE 
- ۱۲۷ 


ستوجد قوی تدفعنا نحو OX SV.‏ تلقائیا . ویحدث عکس ما سبق إذا كان السعر 
السائد فى السوق أقل من السعر التوازني حیث تتجاوز الكمية المطلوبة عنده 
لكمية المعروضة من السلعة ومن ثم هناك قوی تضغط على السعر إلى ی 
28 اتجاه القيمة التوازنية » فالتوازن يعني اختفاء القوى التي تدفع نحو نحو التغيير 
ويعني حدوث استقرار 
ويمكننا الوصول E TET д‏ التالي 
„а‏ = أدب س 
Qd‏ - چ + دس 
وبالتعويض في شرط التوازن : 


أبس = ج + د س 


~ Dd 


ضح اذ ۱ і‏ زات مغزى اقتصادي يشترط أن 
ومن الواضح أنه للحصول على أسعار دات مغزرى © 
تتجاوز قيمة المعامل (Í)‏ قيمة المعامل (ج) ۰ 


s 3 |‏ 2 الط 
وبالتعويض بالسعر التوازني في إحدى الدالتين » ولتكن دالة الطلب 
نحصل على الكمية التوازنية . 


э = box 
= та 
3t 


s 


-" —— ———————————— 
ب + د 


-١ 582 


ب + 4 


أن الكمية و السعر يعبر عنهما بقيم المعاملات الوارد 


ونلاحظ 
بالنموذج » وهذا هو ما يسمى بحل النموذج . 

وبالتعویضص في هذه الصيغ بقيم المعاملات sl‏ اردة بالمثال السابق حيث 
كانت : 


~ 


| -50. ب < 7 ,= 10 ۰د = 2 


60 (10-)—50 


| 


10 C H3 
80 70 — 150 


10 3-7: 


Cis نفس القيم التي حصلنا عليها باستخدام معادلة الطلب‎ "T 


العرض . 
Y-— Y‏ : تغيرات العرض والطلب 


Jet vll العوضن آو متحتي‎ ud oras, us озь 


القيمة التوازنية ТАШ.‏ بتغير الطلب الأمر الذي يعني انتقال المنحنى 


بالكامل نتيجة لتغير العناصر الأخرى (غير غير السعر) التي تؤثر في 
الكمية المطلوبة من السلعة محل الدراسة . فإذا تغير دخل المستهلك أو 
ذوقه تجاه استخدام السلعة وكذلك إذا تغيرت أسعار: السلع الأخرى 


- ۱1۲۹ + 


الوثيقة аза‏ الصلة بالسلعة محل الدراسة ۰ فان الطلب يتغير مما يعني JUS‏ 
منحنى الطلب إلى اليمين وهذا مانطلق عليه زيادة الطلب والعكس (Bis‏ 
انخفض دخل المستهلك مع بقاء الأشياء الأخرى على حالها فإن منحنى 
الطلب ينتقل إلى الیسار وينخفض الطلب . حيث نعلم من مبسادی 
الاقتصاد أن زيادة الطلب » مع بقاء العرض على حاله » یسودی إلى 
زيادة كل من الكمية التوازنية والسعر التوازني » ويؤدي انخفاض 
الطلب إلى انخفاض الكمية والسعر التوازني . بعبارة أخرى أنه عند 
تغير الطلب تتغير القيم التوازنية للكميات والأسعار في نفس اتجاه تغير 
الطلب فإذا زاد الطلب زادت تلك القيم بينما يؤدي انخفاض الطلب على 
انخفاض تلك القيم . 

ویمکننا توضيح ذلك رياضيا بإدخال تغير طفيف على دالة الطلب 
لیوضح انتقالها من مکانها . وینعکتن تغير الطاب في القيمة المعامل T‏ 
فی دالة الطلب ( حيث أن ذلك المعامل هو الذي یعکس نا تأثیر العوامل 
الأخرى غير السعر على الكمية المُطلوبة) أي أن تغير العوامل SAN‏ 
سوف يغير من قيمة المعاملة أ" بالزيادة في حالة زيادة الطلب أو 
بالنقصان في حالة انخفاض الطلب . 


الو ن تخیر اف ولیکن أثر زيادة الطلب مثلا نعود 

إلى . مثالنا السابق حيث نزيد من قيمة المعامل ۳" في دالة الطلب ونبقى 
على الميل الحدی للدالة ثابتاً (أي لا نغير قيمة المعامل ب) ويعني ذلك 
انتقال دالة الطلب إلى اليمين موازية لنفسها فما هو أثر ذلك على القيم 
التوازنية ؟ . 


-Ye 2 


nd‏ -7-55س 
= 10+ 3 س 
وبالتعويض في شرط التوازن تحصل على : 
5 7س = 3+10 س 
10-5 س О‏ 
11у‏ = 65 
أي أن السعر التوازني قد ارتفع من "6" إلى "6.5" نتيجة لزيادة 
الطب على السلعة . 
أما عن الكميات التوازنية الجديدة فنحصل عليها عن طريق УБ‏ 
الدالتين (دالة الطلب الجديدة أو دالة العرض) ولتكن دالة العرض EN‏ 


ER فى‎ 


المرة فنجد أن : 


ف 1 = -3+10 )6.5( 
= 9.5 
۳ أن الكمية التوازنية ازدادت من "8" إلى "9.5" وحده . 
alie ui‏ انخفاض الطلب فسوف تنعكس في انخفاض قيمة المعامل 


فمخلا إذا تغيرت دالة الطلب إلى : 


ك е‏ = 10+ 3 س 


„її 


وبالتعويض في شرط التوازن نجد أن القيم التوازنية الجديدة هي : 


ويمكننا التعبير عن تغير الطلب بصورة عامة كالتالي : 
ك ,= A+)‏ أ -. ب س 


ويكون : 


25 أ د ۸ اد + باج . 
لك باع 
ب + د 
وتوضح هذه الصیغ أنه إذا زاد الطلب أي أن 1A‏ > 0 فان كل من 
السعر والكمية سوف يتزايد في حين أنه إذا انخفض الطلب أي أن ۸ أ < 0 
فإن القيم التوازنية ستنخفض . | | 
ومن الجدير بالملاحظة أنه إذا طرحنا قيمة س من س, نحصل على 
مقدار التغير في السعر التوازني المترتب على تغير الطلب أي أن : 


8 س = 
ب + د 


ل 


| وباستخدام نفس الأسلوب يمكننا الحصول على مقدار التغير في الكمية 


التو ازنية وسنجد انه 


ب + د 


وواضح وجود العلاقة الطردية بين اتجاه التغير في السعر أو الكمية 


EK M RETE 


JU نتیجه‎ ALIS, فیعنی انتقال منحنی العرض‎ sul تغیر‎ se Ц 
ЗЕ الأخرى التي تؤثر في الكميات المعروضة من السلعة محل الدر‎ Laus 
ولعل أهم تلك العناصر تغير تكاليف الإنتاج حيث تؤدي زيادة تلك التكاليف الى‎ 
عدم استعداد المنتجين لعرض نفس الكميات عند مختلف الأسعار . بل غالبا ما‎ 
et تؤدي هد هذه الزيادة إلى تخفيض الكميات المستعد المنتج لعرضها عند سعر‎ 
diis узай أن زيادة تكاليف الإنتاج تؤدي إلى تخفيض‎ ESEA 
المنحنى أي منحنى العرض إلى اليسار . أما في حالة انخفاض تكاليف الإنتاج‎ 
ينتقل منحنى العرض إلى اليسار . أما في حالة انخفاض تكاليف الإنتاج ينتقل‎ 

Jed лын‏ إلى اليمين ليوضح استعداد المنتج لعرض كمية أكبر من السلعة 
عند سعر معين . وكما نعلم من مبادی م الاقتتصاد فان نقص العرض » مع بقاء 
لطلب علی حالة » يؤدي إلى ارتفاع السعر التوازني وانخفاض الكمية SOLI‏ 
. آم! زيادة العرض فتؤدي إلى انخفاض السعر التوازني وإلى زيادة الكمية 
التوازنية . بعبارة أخرى يؤدي تغير العرض إلى تغير السعر التوازني في 


: تجاه العكسي و الم إلى تغير الكمية التوازنية في نفس اتجاه تغير العرض‎ ту! 


* 


وسوف ينعكس تقدير العرض رياضيا في تغير قيمة المعامل "ج" الوارد 

في دالة العرض وذلك لأنه يوضح تأثير العوامل الأخرى غير السعر على 
الکمیات المعروضة . وعني زيادة العرض زيادة قيمة هذا المعامل و العکس في 
حالة نقص العرض . ولتوضيح ذلك نعود إلى Ula‏ السابق حيث نبدأ بحالة 
زيادة العرض فنبقى على دالة الطلب. على حالها هذه المرة نزيد من قيمة 
المعامل "ج" لتوضيح زيادة العرض وانتقال منحنى العرض على اليمين فنجد 
۳ ۱ ۱ 

ك بر < 7-50 س 

ك م, = 3+5 س 


وبالت‌ویض في شرط التوازن نحصل علی القیم التوازنية الجدیدة : 
س ,ع 5.5 ۰ 14 < 11.5 


التوازنية من "8" إلى "11.5" عند زيادة العرض А‏ 


أما عن حالة انخفاض العرض فسوف تنعكس في انخفاض قيمة المعامل 
Nui. T‏ إذا بقيت دالة الطلب علئ حالها وتغيرت داله العرضص يصبح لدينا 
لك مد 5 7-50 س 


ع zm‏ -3+15س 


-YEL 


"وبالتعویضص في شرط التوازن نحصل على القيم التوازنية الجديدة : 


4.5 = a ‹ б.5 = m 
: وستكون القيم التوازنية عند التعريض في شرط التوازن هي‎ 


س = 6.5 .45-234 


أي أن انخفاض العرض أدى إلى انخفاض السعر وارتفاع الكمية التوازنية 
یمکتنا كتابة الصورة العامة لقغیر العرض كالتالي : 


أدا+ب اج + ب ۸ ج 


ب + د 


وتوضح هذه الصيغ أنه إذا زاد العرض أي أن ۸ ج > 0 فان السعر 
التو از ازني ينخفض » أما الكمية التوازنية فتزداد » بينما انخفاض العرض أي أن ۸ 
د ج < 0 فإن السعر التوازني یزداد بینما تنخفض الكمية التوازنية . 


г علی النحو التالي‎ ali, 


- 1۳۵ 


eS‏ کات 
ماك = | 
ب + د 
مثال (۱) : 
إذا علمت أن دالة الطلب هى : م - 40 - QD‏ 
ودالة العرض سني 2 2р 0 = 20 | ٠‏ 


فإذا فرض أن الحكومة فرضت ضريبة مقدارها (t)‏ عن كل وحدة تعرض 
-i‏ مقدار الضريبة التي تفرض على كل وحدة من ANTE gods joa‏ 
خم Же ай‏ كود 2:585 
ب- مقدار حصيلة الضريبة التي ستحصل عليها الحكومة . 


الحل : 
УЯ‏ : دالة العرضص م2 + 20 - = Q,‏ 


| : ån pall منحنی العرض بعد‎ 
О, --20*2(p0 


=20+(2Р-21) 
2р =0;+20+21 أو‎ 


ودالة الطلب هي 2р =40-Ор.‏ 


Үүт 


Qs = QD | عند التوازن‎ 
0 + 0 *2t- 40-0 إذا‎ 
2Q = 40-20 -2t 

О = 104 

T  10-Q 

T= 10 Q- Q2 وبالتالي‎ . 
01 -— 
dQ2 ^ of > 0 ور ۲) تعظم عندما‎ 

dT | 
dT 


d 2 = 2 > 0 أن‎ 2a 


Q55 هي‎ (T) فان الكمية التي تعظم‎ 
5=10—{ فإن‎ Qu -bas 
t= 5 КЕ 


(Т) هي الضريبة التي تعظم حصيلة‎ (t=5) 


- ۳۷ 


* 


ثانيا : حصيلة الضریبه" هي : - tz tq‏ 
=5х5 |‏ 
25= 


مثال (Y)‏ : إذا كانت دالة الطلب هي 0= p^‏ 0.02 + م 0.2+ 0.1Q-10‏ 
فاحسب مقدار المرونة السعرية للطلب عند 10 = Р‏ 


: Ал 
©- 2م0.2-م100-2‎ ٠ 
р=10 عندما يكون‎ 


فإن : 

0 = 100 - 2 x 10 . 02 )10(* = 0 

dp =-2-0.4р 
10 = عند سعر‎ 
4 
فإن 6 = 10خ 0.4-. 2- = م0‎ 
с. مه ری‎ 8 E 
P q г 60 


مثال (v)‏ : إذا علمت أن دالة الطلب هي 0 aq tbp—k=‏ 
حيث (2) و (Ы)‏ و (К)‏ هي ثوابت موجبة . أثبت أن المرونة السعرية للطلسب 
تكون (1-) عندما يكون الإيراد الحدي مساوياً للصفر ‏ 20 ۷61 . 


EM CIEL MES ЕУ 


Рх © Казу 


وبضرب معادلة (p)‏ في الكمية (Q)‏ نحصل على الإيراد الكلي ٠ (TR)‏ 


d TR K 2a 
I em — ا‎ Q 
do b b 
| (МК :0( : عندما يكون‎ 
K 2a 
س‎ — Q= 0 
b b 
2a k 
55-5 © = — 
В Ь 
K b k 
Q= — ×» 


وعندما تكون 


فإن : 


K 
2a 
K (a  (K) 
b b 2a 
K 
2b 
dq p 
dp Q 
1 1 
dp / dQ -a/b 
-b k . 2a 
= — х 
а 2b k 


- Ya. 


а 
الفصل الثاني‎ ٠ 
تحليل التوازن الكلي‎ 


أولا : نموذج مبسط لتحديد الدخل 
تتكون أبسط نماذج تحديد الدخل القومي من قطاعين » القطاع الأول هو 
القطاح العائلي » وعادة ما يوسف سلوك هذا القطاع باستخدام المعادلة التالية : 


l < دأ+بد »حيثأ >0 ۰ 0<ب‎ а 
icc оа арыу حيث 'ك" هو حجم الإنفاق‎ 
الاستهلاك المستقل عن الدخل "ب" ميل الدالة وتوضح الميل الحدي‎ 
. للاستهلاك الذي يكون بين الصفر والواحد صحيح‎ 


أما القطاع الثاني بالنموذج فهو قطاع الأعمال وسوف نفترض 

أن حجم إنفاق هذا القطاع ‏ أي الإنفاق الاستثماري » يتحدد خارج 

النموذج وسوف نصف سلوك هذا القطاع فيما يتعلق بتحديد حجم إنفاقه 
باستخدام المعادلة التالية : 
oùs. A‏ 

ويكتمل النموذج بإضافة شرط تحقيق التوازن في النموذج ыз.‏ شرط 

التوازن في التساوي بين مجموع عناصر الإنفاق مع العرض الكلي › يعبر عنه . 

بالمعادلة : | 


- MY. 


النموذج الذي REM‏ لنا اقتصاد مبسط يتكون من المعادلات الثلاث 
itl‏ : 
ك = أ + ب د 
Ы |‏ 
د - ك + ت 
وللحصول على القیم التوازنية نعوض في شرط التوازن فنحصل على : 


د =| + ب د +ث ه 


وبالتعویضص 5343 القيم في دالة الاستهلاك نحصل على حجم الإنفاق 
الاستهلاك التوازني : 


| + ث ه 
d‏ = ]+ب - 
E‏ 
ES‏ | + بات د 
eds ш, 2ш‏ 
أدب 


VEY 


ونلاحظ أن تحديد القیم التوازنية (أي حل النموذج) يعني التعبير عن 
المتغيرات الداخلية » أي تلك التي تتحدد بتفاعل الدوال المكونة للنموذج › بدلالة 
الثوابت الواردة بالنموذج أي معالم الدوال وكذلك بدلالة المتغيرات الخارجية ٠‏ 
هذا وتسمى هذه الصورة (أي الصيغ التوازنية للمتغيرات بالنموذج الداخلية) 
باسم الصورة المختزلة أو المختصرة للنموذج . 
مثال : أحسب القيم التوازنية للنموذج التالي : 
ая‏ = 100 + 20.08 
ث = 200 
а=,‏ + ث 
الحصل : بالتعويض في شرط التوازن : 
دا ك + ث 
د = 100 + 0.80 د + 200 
0.20 = 300 
313 = 1500 
وبالتعويض في دالة الإنفاق الاستهلاكي نحصل على : 
3 = 100 + 0.80 )1500( 
- 1300 


وتجدر الإشارة على أنه يمكننا التعويض في الصورة المختزلة وتحديد 


التوازن بصورة مباشرة وبالرجوع إلى مثالنا هذا نجد أن : 


200 = «à. 0.80 = ب‎ (€ 100 =i 


200 + 0 т 
= إذا د‎ 


0.80 - 1 


1500 


وبالتعويض في معادلة الإنفاق الاستهلاكي نجد أن : 


)200( 0.80 + 0 


= 3d 


0.80 -1 


1300 = 


ثانیا : تغيرات "لتوازن العام 

سوف تستمر القیم التوازنية السابقة إلى أن یتغیر واحد من عناصر 
الإنفاق المستقلة عن الدخل الواردة بالنموذج والسؤال ما مقدار التغییسر في 
الدخل التوازني الذي يترتب على التغير المذکور . ۱ 


هناك عنصران مستقلان الدخل بالنموذج المبسط الذي تستخدمه 

هما الاستهلاك المستقل (Í)‏ والانفاق الاستثماري )2( ولنبدأ بتغير الاستهلاك 

المستقل من (f)‏ إلى (أ + ۸ أ) فنلاحظ أن مستوى الدخل التوازني الجديد 
سيصل إلى : | 


أي أن التغير في الدخل التوازني سوف يكون في نفس اتجاه التغير في 
الاستپلاک المستقل فإذا زاد الاستهلاك الق cedi‏ سین آن 
مقدار الزيادة في الدخل (- شل ) سیکون بمقدار أكبر من حجم التغیسر في 
الاستيلاك المستقل وذلك بالنظر إلى القيود. الواردة على المعامل آب والتي 
تجعل قيمتها موجبة وتقل عن الواحد . أما إذا انخفض الاستهلاك المستقل 
فسوف ينخفض الدخل التوازني وبمقدار يتجاوز حجم الانخفاض في الاستهلاك 
Кее‏ | 


أما إذا تغير الإنفاق الاستثماري من ث ٠ه‏ إلى ث ه + ۸ ث فان الدخل 
التوازني الجديد سيبلغ : | 


وتوضح هذه الصورة أنه عند تغير الإنفاق الاستثماري يتغير الدخل في 
الاتجاه وبمقدار أكبر من حجم التغير في ذلك الإنفاق . 


وبطرح مستوى الدخل التوازني السابق عن المستوى الجديد (Je‏ 


SA BEP 
= 3A او‎ Em 3A 


] ¬ ب ]| ¬ ب 


سس 


5 T 
l [ACT ЕТЕТ 


1 3A , | 3A 
sE 
وهو مضاعف الإنفاق المعروف والذي يساوي مقلوب الميل الحدى للادخار‎ 
فالميل الحدي للادخار » كما نعلم » يساوي المقام بالصيغة السانقة حيث أنه‎ 
يساوي واحد ناقص الميل الحدى للاستهلاك » وسوف يكون المقلوب أكبر مسن‎ 
. الواحد الصحيح ومن هنا جاء مصطلح المضاعف‎ 
ومن ثم فإنه يمكننا حساب حجم التغير في الدخل التوازني عند تغير أحد‎ 
عناصر الإنفاق بصورة مباشرة من المعادلة . فإذا تغير الاستهلاك المستقل ي‎ 
: الاستثمار فإن‎ 


- 1155 


مثال : أحسب حجم التغير في الدخل التوازني 
الإنفاق الاستثماري من 200 إلى 150 وحدة . 


في المثال السابق إذا ما تغير 


الحل : يمكن حساب حجم الدخل التوازني الجديد باستخدام ٠‏ 


د = 100 + 30.80 + 150 
0 - 250 
إذاد ر = 1250 


انخفاضص الإنفاق الاستثماري بمقدار ۰ وحدة ترتب عليه 


۰ إلى ۰ أى بمقدار ۰ و حدة. 


اي ان 


انخفاض مستوى الدخل التوازني من 


أو بالتعويض في المعادلة : 


1 
QU) === гы 


0.8—1 


-250 | 
أي أننا نحصل على مقدار التغير في الدخل التوازني بالتعويض المباشر 


فى الصيغة السابقة . 


NEN 


ثالثا : نموذج يضم القطاع الحكومي 

أصبحت مسئولية تحقيق الاستقرار الاقتصادي في مجتمع ما من الميام 
الرئيسة المنوطة بالقطاع الحكومي . فمن خلال إنفاق هذا القطاع على مختلف 
لسلع والخدمات یژثر بصورة مباشرة في حجم الطلب الكلي кай АЛ‏ 
ومن :كم :في E de eee‏ تومن Sd qa‏ يودي انل Де‏ فوفر 
موارد مختلفة لتمويل إنفاق القطاع إلى التأثير على إنفاق القطاعات الأخرى 
المكونة للاقتصاد القومي . فعلى سبيل المثال » يؤدي استقطاع جزء من دخل 


القطاع العائلي في صورة ضرائب إلى تخفيض حجم إنفاق ذلك القطاع ۱ 


كما يؤدي إعفاء الإنفاق الاستثماري من رسوم أو ضرائب معينة إلى 
تشجيع ذلك الإنفاق . وسوف نبدأ بأبسط الافتراضات وهي أن حجم انفباق 
القطاع الحكومي محدد خارج النموذج عند المستوى g"‏ وأن ما تحصله من 
إيرادات Eas‏ في ضر ائب مقطوعة مقدارها "ua‏ في هذه الحالة بصیح 
النموذج مكون من المعادلات التالية : 


كك دأ+بد, 


a а = (уа 


حيث د , هو الدخل المتاح وهو الدخل مطروحا من الضرائب الصافية 
أما بقية الرموز الواردة فلها نفس المعنى السابق استخدامه . 


- ۱6۸ 
ә 


N 


وبالتعويض في شرط التو ازن للحصول على الصورة المختزلة نجد 


: د = ك + ٿث + ح 


4 = 100 + 0.75 د 
ث = 50 
c‏ = 20 
ض = 10 
فأحسب القيم التوازنية | 


- ۱6٩ ۔‎ 


v 


لحسل 
یمکتنا التعویض في شرط التوازن فنحصل على : 
ددك +ث +ح 
- 100 + 0.75 (د- 10) + 50 + 20 
= 100 + 30.75 ~ 7.5+ 50 + 20 
3285 = 165.5 
313 = 650 
ومن ثم فإن 
د = 10-650 
= 640 - 
مستوى الإنفاق الاستهلاكي يتحدد بالتعويض في دالة الاستهلاك : 
m (640) 0.75 + 100. = я‏ 


— 580 | 
بالطبع يمكننا التعويض في الصيغة المختصرة للنموذج مباشرة نجد أن : 


20+ 50 + )10( 0.75 100 


mA 


0.75-1 


650 - 


(20) 0.75 +50 + (10) 0.75 - 100 


ау 


$ 0.75- 1 


-۰ 


145 
0.25 
= 580 
بالرجوع إلى الصيغة المختصرة للدخل التوازني » نلاحظ أن تغير 
Syl‏ تفاق الحكومي سوف يؤدي إلى تغير مستوى الدخل التواز: ني في الاتجاه 
وبمقدار أكبر من مقدار التغير في الانفاق حيث نجد أن مستوى الدخل التوازني 
الجديد در" سيكون : 


أدب ض Št,‏ ,+ »+ لاح 


1 دب 


وبالطرح لتحديد مقدار التغير في الدخل نجد أن : 


وحيث أن قيمة الكسز الموضح تفوق الوحدة بالنظر نوقوع المعلمة ب" . 
بين الصفر و الو aal‏ صحیح € فإن مقدار التغير d ü‏ لدخل التوازني يفوق مقدار 
Е E‏ 
التغير في الإنفاق الحكومي : ويطلق على المقدار —,— مضاعف الإنفاق 
3 
الحكومي وهو يساوي مقلوب الميل الحدي للادخار ويساوي مضاعف الاستثمار 


- 04 


أما تغير الضراثب النقطوعة فسوف يترتب عليه تغير الدخل التوازني 


في الاتجاه العکسی حيث نلاحظ أن المستوى الجديد للدخل التوازني بعد تغيير 
الضر اب سیکون : 


أدب ض ‏ ¬ ب لاض + بات و اب ج ه 
د ۱ ا ل د کح س 
1 - ب 
-ب оа Л‏ 
5A‏ 1 
1 دب 
- لب 
Е‏ | دب оа Д‏ | 1 


فالتغير في الدخل التوازني يكون في الاتجاه المضاد للتغير في الضرائب ٠‏ كما 
а гы‏ و التغير في الضرائب » أن القيمة المطلقة 
بر من الواجد الصحيح بالنظر للقيود الواردة على قيمة 
المعلمة آب كما نلاحظ أن قيمة مضاعف الاقاق الحكومي أكبر من القيسة 
. المطلقة لمضاعف الضرائب + 


مما سبق ذكره عن العلاقة بين مضاعف الإنفاق الحكومي ومضاعف الضرائب 


E 


2YoY. 


لا يترك الدخل التوازني عند نفس مستواه السابق » بل أن المستوى التوازني 


التوازني . 


إن الأثر التوسعي المترتب على زيادة الانفاق الحكومي (ويساوي مقدار التغير 
في الإنفاق مضروباً في مضاعف الإنفاق الحكومي) يفوق الإنكماشى المترتب 
على زيادة الضرائب (ويساوي مقدار التغير في азраак уь ЫЙ‏ 
مضاعف الضرائب) بالنظر إلى أن حجم مضاعف الإنفاق الحكومي أكبر من 
حجم مضاعف الضرائب . di‏ 
مثال : اذا علمت أن : 

ك = 100 + 0.75 دم 

ث = 50 

>= 30 
| ض - 20 

. فأحسب القيم التوازنية 

الحصل : بالتعويض في الصورة المختزلة للنموذج نجد أن الدخل التوازني هو 


Tt, Št, أب ض‎ 


ы - ] 


30+50+(20)0.75—100 = 
0.75-1 


NST 


165 


————— 


0.25 3» 
660 = 


ونلاحظ أن الفارق بين المثال الأخير والسابق عليه يتمثل في زيادة كل 
من الانفاق الحکومي والضرائب аш S" [Oi‏ وف فرب dd de‏ 
تغير حجم الدخل التوازني من 650" إلى "660" أي بمقدار يساوي تماما مقدار 
الزيادة في الإنفاق الحکومي أو في الضرائب . ویطلق على ما سبق مضاعف 
المیز انية المتوازنة" وحیث أن المضاعف هو رقم یضرّب في مقدار التغیر في 
PEN‏ للحصول على مقدار التغیر في الدخل فان مضاعف الميزانية 
المتوازية » كما يوضح المثال السابق c‏ يساوي واحد صحيح . 

من الجدير بالملاحظة أن الإنفاق الحكومي قد يكون في صورة إعانات 
وما يسمى مدفوعات تحويلية "ع" للأفراد وفي هذه الحالة يتم الوصول إلى قيم 
التوازنية والمضاعفات المختلفة بنفس الأسلوب السابق حيث أن تعريف الدخل 
المتاح هو الدخل بعد مازح عاق الضرائب منه أي أن : 

د ,- د - o3‏ - ع) 

gasp tis 

ويفرض أن الإعانات مقطوعة وتساوي ع , نجد أن الدخل التوازني هو : 


> 9 P i 
oTt ت‎ +٣ أ + ب ع.,-ب ا ض و‎ À 


ما 


FR 


اه 


* 


ومن هذه الصيغة يمكننا استنتاج مضاعف الإنفاق الحكومي ۰ مضاعف 
الضر انب ۰ مضاعف الإعانات حيث نحصل على E‏ 


ч اب ۸د‎ 3A | 3A 


—— 5 o 6 EXON: (о ~~. = 


=- | EA ب‎ 1 ел =- | ZA 


ыз.‏ على E‏ تساوى القيمة المطلقة لمضاعف الضرائب مع مضاعف 
الإعانات مما يعني أن زيادة الضرائب لتمویل زيادة الإعانات والمدفوعات 
لتحويلية لن كير من مستوی الاخل التوازني . کما أن ЖУ‏ التوسعي لزيا 
المدفو عات التحويلية يساوي تماما الأثر الانكماشي المترتسب على زیادة ‏ 
نضرائب وبالتالي لا يتأثر المستوى التوازني للدخل . 

وسوف نستخدم فرضية أخرى فيما يتعلق بالضرائب المس تخدمة في 
ума, aue‏ من الاقتصار على الضرائب المقطوعة نفرض أنه بالإضافة 
إلى هذه توجد ضرائب دخلية » بعبارة أخرى أن Айз‏ الضرائب الواردة في 


ض = ض , + ض ]د 


حيث ض , الضرائب المقطوعة . 
ض , معدل الضريبة أي النسبة المقتطعة من الدخل كضريبة ٠‏ 
فما هو أثر ذلك على القيم التوازنية والمضاعفات المختلفة بالنموذج ؟ 
يتكون النموذج المستخدم من المعادلات التالية : 
لك دا +ب د, 


DI > 
a لاه 7 لأ‎ 


N 
| 
CY 


ض = ض ,+ ض , د 
م كد طاح ین | 
الحصول على القيم التوازنية نعوض في شرط التوازن وهو : 


е‏ +ث + ح 
أ+د + съ.‏ 
= أ + ب (د+ع , -ض , -ض 30( ات و oZ‏ 


د (1 -ب + ب ض )) = أ + ب ع,- باض , *أث .+ حه 


| + ب ع ,“بض oTt dt,‏ 


е = 3i 
| -ب + ب ض‎ 1 
. اس تخدام‎ Айз توضح الصيغة السابقة أن مستوی الدخل التوازني في‎ 
. ضرائب دخلية سيكون أقل عن مستواه في حالة استخدام ضرائب مقطوعة‎ 
مثال : أحسب مستوى الدخل التوازني للنموذج‎ 
دك -0.75+100د,‎ 000 
50- اث‎ 
, 30 > ح‎ 
ض = 20 + 0.20 د‎ 


-Yo1. 


э 


الحل : بالتعويض في الصيغة 


كك | لیا ض رن > ی > 

1 1 دب + ب ض ۱ 
100 – 15 + 50 + 30 
1 - 0.75 + 0.15 

165 — 


= 412.5 
المضاعفات المختلفة فيتم استنتاجها بنفس الاسلوب . 


211 
‘3 
e5 Lal 


دع 1 ب + ب ض | 
وبالمقارنة نجد أن قيم تلك المضاعفات تقل عن مثيلاتها في النماذج التي 
ا تشتمل على ضرائب دخلية » ويعني انخفاض قيم المضاعفات أن تغيير حجم 


- ۱۷ _ 


ي عنصر من عناصر الاثفاق المستقلة عن الدخل سوف تودي HI‏ ى ген‏ 
مستوى الدخل التوازني ولكن بمقدار يقل وا ركشن Аз.‏ اس تخدام 
الضر انب . المقطوعة فقط » ويطلق بصفة عامة على العوامل التلقائية التي تغير 
من قيم المضاعفات عوامل الاستقرار الكامنة في النمودج ‏ وقد آورد النموذج 
السابق أحد أمثلتها وهي ارتباط الضرائب بالدخل . ومن أمثلتها الأخرى ارتباط 
المدفو عات التحويلية للقطاع الحكومي ومستوی الاخل حیث نجد آنها تسنخفضص 
تلقائیا مع زيادة الدخل وتزداد تلقائيا في حالة انخفاض الدخل ومن ثم Аз‏ في 
قيم المضاعفات . 

. ويتيج لنا التحليل السابق للتوازن حساب مقدار ر التغير اللازم في عناصر 
الإنفاق للوصول بمستوى الدخل إلى مستوى معين . ويمكننا حساب التغير 
اللازم إحداثه في الإنفاق الحكومي بنوعيه (المباشر على السلع و الخدمات أو 
المدفو عات التحويلية للأفراد) أو في الضرائب المقطوعة أو في معدل الضريبة 
لغرض تحقيق زيادة معينة في الدخل التوازني . 


مثال : 
أ- أحسب مقدار التغير اللازم في حجم الإنفاق الحكومي أو في حجم الضرائب 
المقطوعة الواردة بالمثال السابق للوصول بالدخل التوازني إلى 437.5 . 
بب- .أحسب كذلك. التغير اللازم في معدل الضريبة لتحقيق ذات الندخل 
المستهدف.. | 
الحصل : (أ) من صيغة مضاعف الإنفاق الحكومي نعلم أن : 


-١ مه‎ 


25 = ۸ح 
1 - 0.75 0.15 


Io m E A3 


أي أنه يجب أن يرتفع الإنفاق الحكومي من "30" إلى "40" وحدة 
КЕ, КС О‏ 

أما عن مقدار التغير في الضرائب لمقطوعة Sai‏ حس ابه оа‏ 
Cose‏ السابق » بالتعويض في المعادلة : 


0.75 


إذا 4 ض ,= 13.33 

أي أنه يجب تخفيض الضرائب المقطوعة بمقدار 3 (وهو يفوق : 
مقدار التغير في الإنفاق الحكومي لصغر قيمة مضاعف الضرائب) فتصبح دالة 
لضرائب بالنموذج هي : 


ض = 6.67 + 0.20 د 


5 


у 


ب - رغم أننا لم ثحسب مضاعف معدل الضريبة بعد ۰ إلا أننا نستطيع 


30 + 50 + 15 - 100 


1 – 0.75 + 0.75 ض ۱ 


165 


5 + 0.75 ض i‏ 
- إذاض 1 = 0.17 


| ض = 20 + 0.17 ر 
لتحقيق المستوى المستهدف للدخل التوازني . 
رابعا : نموذج يضم القطاعين الحقيقي والنقدي . 
اقتصرت مناقشتنا حتی الآن على النماذج التي تفترض آن الانفاق 
الاستشماري محدد خارج النموذج ويعد EN‏ المعطیات للباحث . وکما نعلسم أن 
الاستثمار Айз‏ عكسية في سعر الفائدة فما أثر إدخال هذه الحقيقة في تحلیلنا ؟ 


Fx 


- ۰ 2 


حيث з‏ 0 هو yI‏ ستثمار | لمسكةز عن а‏ الفائدة . 
"ج" حساسية الاستثمار للتغيرات في الفائدة . 

وتوضح هذه الدالة أن تقلبات سعر الفائدة سوف تؤدي إلى تغير الإنفاق 
الاستثماري في الاتجاه المضاد » فانخفاضص الفائدة يشجع على زيادة الإنفاق 
الاستتماري مما يؤدي بدوره إلى زيادة الدخل التوازني diss‏ اومن فجن 
مضاعف الاستثمار . وبعبارة آخری » أن مستوی الدخل التوازني یعتمد على 
سعر الفائدة السائد في_السوق . ولتوضیح ذلك ریاضیا نعرض النموذج التالي 
والذي سوف یشتمل على تغيير دالة الاستثمار في النموذج الاخیر . 


ك = + ب دم 


гоа +, ض‎ = c 


و بالتعويض في شرط التوازن نجد أن : 


اح كن еле‏ اجب هت 


ما 


гоа + -ب‎ |] 


- Yl. 


£A шш»‏ الصنيغة السابقة تحتوي على مجهولين فلا يمكننا الوضول 
إلى تحديد أحدهما بدون معرفة سابقة بقيمة الآخر . فإذا علمنا مستوی سعر 
الفائدة يمكننا تحديد مستوى الدخل التوازتي لكل سعر فائدة » أو يمكننا تحديد 
سعر الفائدة a DU‏ لبلوغنا مستوى دخل توازني معين . 

وبعبارة أخرى Ul‏ انتقلنا من مستوى دخسل توازني فريد إلى عدد 
لا نهائي аа:‏ لسر у‏ 
العلاقة التي ى توجد بين الدخل التوازني وأسعار الفائدة المنحنى ات خ وهم 
مو E‏ ا 
من الدخل والفائدة التي يتساوى عندها الطلب الكلي مع العرض الكلي من السلع 
والخدمات » أي أنه الشرط الهندسي لشرط توازن سوق E «El‏ 
العلاقة العكسية بين مستوى الدخل التوازني وسعر الفائدة وهذا يعود د للعلاقة 
العكسية بين الإنفاق الاستثماري وبين سعر الفائدة . 
مثال : أحسب منحنی التوازن في النموذج المبسط التالي : 

ف = 150 + 0.80 3( 


رث = 50—70 ف 


| ثم أحسب مستوى الذخل التوازني عند كل من أسعار الفائدة 165 ۰ 

| . %20 

الحصل : بالتعويض في شرط التوازن ء أو في ضيغة المنحنى DARE‏ 
Баш‏ على : 


icula 


Ys 


د = 150 +30.80+ 50-70 ف 
302 = 50-220 ف 
- 250-1100 ف 
المستوى التوازني للدخل عن ف - 0.05 هو : 
X 250-1100 =‏ 0.05 
- 1050 
رتطلب تحدید الدخل التوازني في سوق ال(نتاج إذن معرفة مسبقة 
بمستو ی سعر الفائدة فكيف يتحدد هذا السعر f‏ یتحدد سعر الفائدة نتيجة التفاعل 
Деме ы s‏ النقود والكمية المعروضة منها » فهو ظاهرة نقدية مما يلزمنا 
зл,‏ قود ويف تتحد ای Vl Sid‏ المعروضة من لخر 
بالنسبة للكمية المعروضة من النقود آن" سوف نأخذها كمعطاة | ي أنها 


تتحدد خارج النموذج وليكن عند المستوى أن ه ." . أما الطلب الكلي على النقود 
кык‏ جزئین ۰ الأول ال" هو الطلب على النقود لغرض المعامانت 
والاحتياط وعادة ما يفترض أنه يرتبط Gha‏ بمستوى الدخل » أي ى أن دالة 
dhl‏ على آلنقود لغرض المعاملات ستأخذ الشكل : 
00 

حيث АСУ‏ النسبة المحتفظ بها من الدخل في صورة نقود . أما الجزء 
الثاني من الطلب على النقود "لر" فهو الطلب عليها لغرض المضاربة » وهذا 
hs‏ عكسيا بسعر الفائدة . فدالة الطلب على النقود للمضاربة تأخذ صورة : 


рж d‏ وه 


-YL 


حيث ل , الطلب على النقود للمضاربة المستقل عن الفائدة . 
و" حساسية الطلب على النقود للمضاربة لتغيرات سعر الفائدة ٠‏ 


е ае, 
ل ,= مد‎ 
ل د = ل ,و -وف‎ 
ъ= ن‎ 
: 38 حا شرط افتوازن في سوق‎ д. 
ن , م د +ل ,وف‎ 


у= зы‏ تلن #١‏ وف 


ن ۾ -ل و +٣‏ وق 


Н 


توضح الصيغة السابقة أن المستوى التوازني الدخل في سوق النقود 
يعتمد على مستوى سعر الفائدة » فالصيغة تشتمل على مجهولين ولابد من 
معرفة أحدهما لتحديد الآخر » فتحديد سعر الفائدة يتطلب معرفة مستوى 
الدخل . وتصف الصيغة السابقة أزواج القيم من الدخل والفائدة التي تتمشى مع 


تحقيق التوازن (أي تساوي العرض مع الطلب) في سوق النقود . ويطلق على 


SATTE 


الصيغة السابقة منحنى 'ط ن" فهو الشرط الهندسي لشرط توازن سوق النقود . 
نلاحظ أن المنحنی اط ن" مو حب das qu doeet Дый‏ اي 
في سوق النقود تتطلب ارتفاع سعر الفائدة . 
متال : أحسب معادلة المنحنى ule “у‏ بأن : 
= 300 
i]‏ = 0.20 د 
,J |‏ -150-100ف | 
ag‏ : بالتعويض في شرط التوازن » أو صيغة المنحنى E‏ ن" نحصسل . 
тый‏ | 
300 = 0.20 د + 80-100 ف 
0 د = 200 + 150 ف 
د = 1000 + 750 ف 
واو Xni‏ عن سعر الفائدة بقيم معينة يمكننا معرفة مقدار الدخل التوازني في 
سوق النقود المتمشي مع تلك القیم » биш,‏ كا فن ضح المتحدجي а‏ 
والمنحنى E‏ ن" تشتمل على المجهولين الدخل وسعر الفائدة » فإنة يمكننا أن 
نحل لمعاداتین Ы‏ اتحدید لقیم اتوازنية للمجهولین ء بعبارة أخری ل оля‏ 
سوق الانتاج وسوق النقود يتم Gl‏ أي طبقا للتفاعل بين السوقین » وبالتعویض 


اخ غلى. : 


أدب ض . +ث ,+ ح مج ف دنه - ل و +٣‏ وف 
ا لطت 


[ دب + ب ض | ۰ е‏ 


ومن هنا نستنتج أن الصيغة المختزلة للنموذج هي : 


(ено оа), _‏ (1ب +ب ض)) )2-60 
ف = 
و( 1 -ب + ب ض) + جم 

لعل المثال العددي والذي يضم كل من منحنی اث CIR‏ منحنی اط ن" الواردان 

بالأمثلة السابقة یوضح كيفية حساب القيمة التوازنية للدخل و الفائدة التي تحفسق 
التوازن في السوقين . 

ك = 150 + 0.80 د ن < 300 
= 50-70 ف jJ‏ 3020-2 
لد = 150—100 ف 


د = 250-1100 ف ٠‏ الث اخ" 
1000 + 750 ف E‏ 
فانه بحل هاتین المعادلتین سوياً نحضل على : 


y 
L 


إذاف = 0.10 


د -1075 
وبالطبع يمكننا التعويض في الصيغة المختزلة للنموذج وتحديد القيم التوازنية 


> 


Жл 


- ۱۷۷ - 


الفصل الثالث 
المصفوفات (MATRICES)‏ 


المصفوفة هي مجموعة من القيم مرتبة في شكل أعمدة وصفوف والمصفوفة 
تختلف عن المحدد “ыз‏ يكون . للمحدد قيمة رقمية لا تتغير مهما غيرنا من 
وضع l‏ لأعمدة والصفوف بينم تتغير المصفوفة إذا تفر وضع nord‏ 
والصفوف فيها ولیذا لا يكون للمصفوفة قيمة محددة  Lad y‏ یمکن أن تختلف 
عدد الأعمدة عن عدد الصفوف في المصفوفة ولكن لا يمكن ذلك في المحدد 
ولكل مصفوفة نظام هو عبارة عن عدد الصفوف X‏ عدد الأعمدة . 
فإذا رمزنا لعدد الصفوف بالرمز заны ыннан‏ 
المصفوفة مكونة من م ن عنصر . | 
قى المصفوفة مربعة ‏ 
جمع وطرح المصفوفات : 
لا Sa‏ ن جمع وطرح المصفوفات إلا إذا те‏ وناتج عملية 
الجمع. 1 الطرح هو مصفوفة لها نفس النظام بمعنى بمعنى أن : 

. عدد صفوف الثانية‎ = о ТИЕ 

وعدد أعمدة الأولى = عدد أعمدة الثانية 


| اجمع‎ : (Y) مثال‎ 
Y Y 
e 
: الحل‎ 
١ Y Y (т Y 
1۳ 
5 1 


PC NM ТРЕ CN 
ضرب عدد في مصفوفة‎ )[( 
: أوجد‎ (Y) مثال‎ - 


۳+۲ 


Ү+\+Ү 


۱+۳ 


۳+1+۱ 


| 


Y ١ о \ ۳ ۲ 
Y Y. v 
diy ١ 3 ١ ٤ ١ 
: الخل‎ 
۲ ۳- \хү— oxy- \хү- xr ۰ ۰ ۳۶۲ | 
۳۳ \—хү— &хү- \хү-– xé ۳x۱ 
ra 
1- r- Mae йш 4 0 
+ $ 
q- y A- y- ۱۳ ۳ 
س‎ ۹ Y-Y*-a _ 
y- \ 
ده‎ ٤ 


ضرب مصفوفة في مصفوفة أخرى : 
يمكن ضرب مصفوفتين إذا توافر الشرط الاتي 

د أعمدة المصفوفة الأولى = عدد صفوف المصفوفة الثانية ويكون ناتج 
عملية الضرب مصفوفة على نظام عدد صفوف المصفوفة الأولى في عدد 


أعمدة المصفوفة الثانية . 


۔ ۱۹ - 


مثال (о)‏ أوجد 
Y ١‏ 
١ Y е i ١ Y‏ 
ү \ \ Y Y‏ 
кырка LM DM 4‏ 
YxY:‏ شرط الضبرب ۳ ۲ ۲ 
اس سح Яс‏ 
جه ناتج عملية الضرب — —* 
VXO + ۱۱ + ۷۲ | \хо+үхү+үхү‏ 
уху‏ پ ۲ ۷ ۲ + ۲۱ ۱ VXY + ۱۲ + үхү‏ 
Y‏ + ۲ + ه ¢ + ۱ + ү. 4 Yo‏ 
۳ جع +۱ E ^ ۳+ ۲ + ٩‏ 
مثال )3( 
Y. ١‏ 
х \ Y‏ 


teo 


YxY شرط الضرب چ‎ — үх ү 


۳ 


> «۲ ۲ + ۳ х ١ ١ «۲ ۳ + ۲ بر‎ ١ 


۶ ۲۶ ۱ + ۳ x ۲ ۲ «۶ ۱ + ۲ x ۲ = 
5 ۶ ۲ + ۳ xX ۱ ۲۶ ۲ + ۲ \ 
Ye e ۱۲ + ۳ ۳ + ۲ 
Y. 5 e £c ۱ + ع‎ | = 
14 © ۸ + ۳ ۲ ۰+۲ 


المعكوس الضربي للمصفوقات (معکوس المصفوفة) 

يشترط ساسا ا لإيجاد المعکوس الضربي لمصفوفة ما أن تکون مربعة وأن يكون 

المحدد الذي н M ML‏ . ولإيجا اد المعک وس 

po DEN (\)‏ المصفوفة ونتأكد من أنه # 
صفر . 

(Y)‏ — إيجاد متممات كل عنصر من عناصر المحدد وذلك بإيجاد قيمته 
وضربه في (-۱) مرفوع إلى أس يساوي مجموع ترتيب صف MES‏ 
العنصر الذي نجد له المتمم . 

. هذه المتممات تكون مصفوفة‎ (Y) 

(t)‏ إيجاد تحوير المصفوفة السابقة بجعل الصفوف أعمدة والأعمدة 


صفوف. 


(с)‏ قسمة كل عنصر من عناصر هذه المصفوفة الأخيرة على المحدد الذي 


حسبناه في الخطوة الأولى я‏ 


NYY- 


ة الأصلية (أو مقلوب 
في فة YI‏ : 
وبدلك 


المصفوفة) . 

مثال (7) : | Те?‏ 
اد كان | = 5 

Ф ۲ = ۱۸ - ۲۰, = £ | 0‏ صفر 
Чүй]‏ اد 


p» 
(۳+ (v— 
(=) ۵ ۳ 
5 ۲ ۵+۳ پر‎ A 
ыр o 
5 
| 0 EU ١ ۲۳ ۰۳ орд 1 
== 7 Y B 
P de Ys X ۲۰ +۱۸ Y. v 
(^) مثال‎ 
١ E ١ 
فأوجد ب‎ MEE M ذا كان بك‎ 
Y ۳ ١ 
الل‎ 


ерау G 
صفر‎ $ ۲-۰ ۰+ ۲۱ 
0 زا 357( ام عم اب‎ 
(nes (| تیاعر ام‎ 
("-) += Msl (дже | 


е! 


3 
2 


اخ 


аа qu Y 


4 س حص 


И ola 
ان وم و‎ 


E 


i 


Ш 


Ye ао з) E 
Y c yé — 
M 3 
١ ١ 
i+ S icr Yé — 
ее A 
&+ N.— < —– 

ор 

Yt 

Н‏ 5ه 

3 

۱ T ص‎ 6 


te 


"nU 


dias‏ ): ^( باستخدام المصفوفات حل المعادلات 


fo +#ص + ع‎ س٣‎ 
Үү = Ё + س + ص‎ 
س + ٣ص + کا‎ 
: الل‎ 
0 س‎ ١ ١ Y 
)۱( مج‎ oa РЕ di" o ١ 
| 1 ple ws ا‎ 
| \ \ Y 
pope evyeqver)Yre qa ١ Я 
سفر‎ 7۶ ١ = صفر‎ \ ۲ = Y Y ١ 


مثال (۱۱) : استخدم معکوس المصفوفة في حل المعادلتين : 


& m س - ص‎ ٦ 


sali. ۵ 


- ۷۷ a 


سس =| تب 
ini ~‏ ۱ 
тос 5 ١ Y :‏ 
Y 2 ١ ud‏ 
۳۱۰ 
ص 4 5 m o‏ 
gu ١ ۹‏ 
оа Шы‏ 


؟ س + ۲ ص - ع o‏ 
pU Enuma‏ 
س + ص бт‏ = صفر 


المعادلات السابقة یمکن کتابتها على الصورة 


ш‏ ده 


۲ ۱ ۲ $ Y Y 
Y ١ 
١ 5 — = y E کی‎ 
۳ FI CM ۳ ۱ E 
Xin ý= ‹ JA m Y Y 
5 чы ابن = ا‎ 


تطبيقات على استخدام المصفوفات 


أولا : : التوازن في عدة أسواق А‏ 
с р‏ الا نياك 


بما يحدث في 
سلع وذلك باستخدام المص فوفات . ولتوضينيج ذلك | 


النماد ج :التي تشمل عده 
نعرض المثال التالي edet‏ 


| зо + س + سے‎ 3- 20 = ы 


30 3 - سد‎ 30 =» 9 = | E 


بل و си‏ “سو 


175393 зр 


تسب اشسار والكميات мәй‏ 


| iU 
209 309 7 س, سح‎ 12 
33 = س + 35 س2‎ - 


| (308 б+ س‎ - кызг 


-Ai 


د دع و وه А | 3s А‏ 
وباستخدام المصفوفات نجد أن مصفوفة المعالم في النظام السابق 


1- l- 12 


وبحسياب مقلوب المصفوفة أو باستخدام قاعدة كرامر نستنتج ان : 


CN саде 
2 


т 

= 
دا‎ 
I 


عل | | 
3[ = 18 43 = 27 كو = 8 


ثانيا : نموذج مبسط لتحديد الدخل : 
تستخدم | لمصفوفات للحصول على القيم التوازنية في نماذج الدخل وهي 
بمختلف أنواعها « فإذا استخدمنا النموذج المبسط التالي لتحديد القيم التوازنية. 


دعدك + ث + ح 


ای = أ + ب د 


ЛАТ - 


حيث تشير الرموز إلى ذات المعاني السابق ذكرها . أما ث, فتوضح معدل 


تغير الإنفاق الاستثماري عند تغير الدخل . 
PU RUNE‏ بنقل المتغيرات الداخلية إلى الجانب الأيمن للمعادلات نحصل على : 


و هدد يمكر إعادة صياغتها في صورة المصفوفات التالية К‏ 


— 


ث1 0 1 ,2 


تطبيق قاعدة كرامر نجد أن القيم التوازنية للمتغيرات الداخلة بالنموذج هي : 


م نله 
T 72‏ 


-YAY. 
: ويمكن استنتاج ما يلي‎ 


| | بت و‎ aatal- 
| 7 —— z] 
| 


r= حاب‎ [ 


„бач ther بياث‎ 


أدب = 
مثال : أحسب القيم التوازنية لنموذج الدخل التالي وذلك باستخدام قاعدة کرامر 
gs ule‏ 

30.65 + 50 = 4 

ث = 20 

ح = 30 + 0.1 د 


الحل : باستخدام شرط التوازن . 


د = ك +ث + ح 
ردك - ح = 20 
- 0.65 + ك + 0 = 50 
- 30.01 +20 =30 


[4 


وباستخدام قاعدة كرامر 


i | 20 


1 50 

0 |. 30 
REN n 

1- і 

І 0.65- 

0 0,10 

20 l 

50 0.65- 

30 0.10 


ss‏ : التوازن الكلي (ث خ › ط ن) 

كما تستخدم المصفوفات في حل النماذج الأكثر صعوبة а di‏ 
ی الدخل التوازني في سوق الإنتاج يتأثر بما يدث في القضاح 
النقدي للاقتصاد » بل أن التفاعل بين القطاعين يحدد القسيم кое tolg‏ 
والفائدة التي تحقق التو ازن الكلي » ويمكننا استخدام المصفوفات في هذا المجال 


ولنبدأ بالنموذج المبسط التالي حيث نجد أن : 


ك < ۱ + ب د نه 
445 ت , - шым‏ ل۱ = م د 
ل کل واف 


[* 
+ 
1 


45 


Qui 3 Z -ب)‎ i) 
ded = a e 
ه) کت‎ + 1) 
9 е (ن د - ل‎ 


با إذا اشتمل النموذج على القطاع الحكومي والذي يطبق 


النسبية فان النمودج سوف يتكون من : 


UP ы ث = ثا. ¬ جف‎ 
E a 


í Эга +, ض‎ = а 


و بالتعويض في شنرطي التوازن بالسوقين نجد ان : 


А 


م د وفب 


وباستخدام المصفوفات أو قاعدة كرامر 


ачат дааа 


d-,5-7 
ә مد د‎ 


لحساب القيم التوازنية نجد أن : 


)1 -ب + ب tad] | i = (оз‏ و نیت ض و 
B‏ و( + ,+ ح,- بض ) + ج (ن د > ل ) 
ш;‏ سس سس سس 
و (1 -ب + ب а‏ 1( + م — 


-YAA- 


), دب + باض)) (ن , - ل ) دم (أ + ث .+ ح. اب ض‎ L) 


اا سس سس تست 


فا = 


;)2-1 + ب ض]) + م ج 


و بمقارنة المصفوفات السابقة نلاحظ أن عناصر مصفوفة المعالم في النموذجين 
السايقين قد تغير منها Уха" РЕА‏ من (أحب) نجد إن إضافة 
e ba‏ الحكومي جعله يتغير إلى (آسب +ب (ха‏ ونلاحظ كذلك أن العنصر 
الأول من متجه الثوابت قد تغير ليضم المتغيرات الخارجية الجديدة » ومن شم 
ass‏ لينا الآن أسلوب أكثر عمومية يوفر الكثير من الخطوات . نستطيع إضافة 


¿Hi‏ التجارة الخارجية ) حيث JA у:‏ عادة ان الصادرات ص" محدد خارج 


м. 
عند القيمة ص , بينما الواردات تعتمد على الدخل حيت و١ الميل‎ =: gail 


الحدي للاستير !4( مما يؤدي إلى تغير العناصر الو اردة بالمصفو فات السايقة 


ويمكننا الوصول إلى القيم التوازنية مباشرة بالتعويض في الصيغة المختزلة مع 
أخذ التغيرات السابقة في الحسبان . 

كما أن التغيرات التي تطرأ في سوق dil‏ سوف تنعكس على "تغیر" م "أو" و" 
في مصفوفة المعالم أو في تغير قيمة العنصر (ن ه - ل (o‏ في متجه الثوابت . 


- AS. 


و بالتعو يض بالقیم الجديدة نستطيع حساب القيم التوازنية مباشرة . ولعل استخدام 


مثال عددي یوضه النقاط السابقة . 
مال ۱۶ أحسب الدخل التوازني للنموذج : 


ك = 100 + 0,80 د ان 2500-2 
ث = 1200 - 30 ف | )| = 0.35 د 


Жз, ( 2‏ إضافة قطاع حكومي а. 920 = С Tum‏ = 20.20 
على القيم التوازنية . | 


| ج) وضنح الأثر المترتب على زيادة عرض لنتود بمقدار 45.75 و حدة 

على القيم التوازنية الواردة بالنقطة CARLA‏ 

. الحل : أ ) بالتعویضن في شرط التوازن في سوق الإنتاج نحصل على : 
.20.20 -= 1300 = 30 ف 


.30.25 = 25 25 ف 


30 1300 
25- | 1125 
30 0.20 
25- 0.2 
5300 = 
1300 0.25 
1125 0.25 
عط‎ РС 
30 0.20 
25- 0.25 
8 = 


ب ) تؤدى إضافة القطاع الحكومي الوارد إلى تغير المصفوفات على 
النحو التالی : 


(920 + 1300) 2 30 (0.16 + 0.80 -1) 


0.25 -25| اف 1125 


5512 


ә 


سوف پترتب على اضافة القطاع الحکومی تغیر المصفوفات الواردة إلى 


ف = 9.1 
ج) سوف يترتب على زيادة الكمية المعروضة من النقود تغيير قيمة الصف 


0 موجه لثوابت علی النحو التالي : 


0.36 30 د 2230 


1168.75 |. c 25- 0.25 
ا‎ 


e A a‏ ید 


الفصل الرابع 
المحددات 


يعرف المحدد بأنه مجموعة من الأرقام مرتبة في شكل صفوف وأعمدة 
بشرط أن یتساوی عدد الصفوف مع Me‏ الأعمدة فإذا كان المحدد مكون من 


صفين وعمودين سمى محدد من الرتبة الثانية . أما إذا كان المحدد مكون "مين 


MA 


PEE 


دك ضفو ف وثلاث أعمدة سمی محدد من الرتبة اال وت هذه الأر قام 


بين خطين متو ازیین ويرمز للمحدد بالرمز 4 (دلتا) ٠‏ 


أولا : المحدد من الرتبة الثانية : 

هو محدد مكون من صفين وعمودين وتتوقف إشارة كل عنصر من 
عتاصر المحند عل ی موقم كل „де‏ في المحدد . فإذا كان حاصل جمع г)‏ 
PLI‏ قم العمود) عدد زوجي كانت إشارة العنصر موجبة أما ادا كان 
حاصل جميع (رقم الصف + رقم нра dui da‏ سالبة 
alos‏ أن الرقم الأول يرمز إلى رقم الصف والرقم الثاني يرمز إلى 
Jen) Bassa‏ هذا العنصر يقع في الصف الأول في العفو الأول 
ui‏ إذا كان )1-1( 3 يعني أن هذا العنصر يقع في الصف الثاني في BEDS‏ 


- 1٩۲۳ _ 


4 


at sp >м. Hi 0 5 e s" { 1 5 . DA ER ۳ ү? 
و تکو ر اشار ات المحدد متبادلة وفى | تجاه عقارب الساعه وتبدا با ساره‎ 


le 2 


+ : == 


акы,‏ كل محدد له قيمة عددية وتتحدد القيمة العددية للمحدد من الرتبة 
Aubl‏ بحاصل ضرب العناصر الواقعة على القطر الرئيسي مظروحا ^ia‏ 
العناصر الواقعة على القطر الآخر كما يلي : bs‏ 

القطر الآخر 


Ја) =:‏ ضرب العناصر الواقعة على القطر الرئيسي) 
Jala) —‏ صرب العناصر الواقعة على القطر (ОА‏ 


. القطر: الرئيسي 
(2x1) 5 (xr) E‏ 


UR cm үү = ш 


: ١ مثال‎ 


او قيمة المحدد ey‏ : 


ثانيا : المحدد من الرتبة الثالثة : 
ويتكون هذا المحدد من ثلاثة صفوف وثلاثة أعمدة 


с! т! - 
£ 3 * 
yrl yrl elc = А 
£ г 3 
TN أ‎ E 


العنصر في المحدد КЕ‏ كان حاصل جمع (رقم الصف + رقم العمود) علد 


رقم ا 


المحد: متبادلة فى اتجاد عقارب الساعة وتبدأ بإشارة موجبة كالاتسي : 


ويمكن ایجاد القيمة العددية للمحدد من الرتبة الثالثة باحد الطريقتين الاتيين : 
الطريقة الأو[ ى : 
ويطلق على هذه الطريقة طريقة المحددات الصغرى وبموجب هده 
الطريقة يتم اختيار أي صف او أي عمود ويتم ضرب کل عنصر بإشارية مر 
PET xs А ME S А 54 2 5 Н‏ / د 
المحدد الأصغر يأن نحذف الصف والعمود الواقع فيه العنصر والباقي يسمى 
المحدد الأصغر لهذا العنصر . ويتضح ذلك من المثال التالي : 


مثال ۲ : 


أوجد قيمة المحدد الآتي : 


= 
о 
1 


الحصل 
أوجد Ада‏ المحدد الآتي : 
A | E S +‏ | | 
ə ۳‏ | ۲ | 


۳ "| Y+?) ۲۱ y| æ- ۱: Pj y= ١ | Y 


-t 
pe 
-í 
< 
-f 
P. 


- 1۹1 - 


РР. 
І 


الطريقة الثانية: 

. هذه الطريقة بطريقة كرامر الأقطار الموجبة والأقطار السالبة‎ У 
تكرار العمود الأول والعمود الثاني للمحدد المطلوب إيجاد قيمته أو‎ dus 
تكرار الصف الأول والثاني . ويلاحظ أن الأقطار المتجهة إلى أسف تمشل‎ 
الأقطار الموجبة أما الأقطار المتجهة إلى أعلى تمثل الأقطار السالبة والامتلة‎ 
: التالية توضح كيفية إيجاد قيمة المحدد‎ 


: ؛‎ Ја 


أوجد قيمة المحدد Sy!‏ 


۰ 
х? 


y e Y 


E Y Y 


E Y £ 


Y. 
(ers) - | (over) + (+х\хг) + (отт) TN 
| (io) *(YxYxv) + 


"m ۱۳۸ —Yí.— c .Y = 


: ۵ مثال‎ 
: أوجد قيمة المحدد الاتي‎ 
ү o £ 
ү Y Ys 
is uh oue تک‎ o 


NANE 


+ (roe) RE 4 ی‎ (тка) = D 
Е £-)-(ixvxt) 
Е — Y3A + - Ё - ۱۷۵ + 5 1 - 

۳1, , [val “= A m 


المحدد من الرتبة الرابعة : 


ويتكون هذا المحدد من أربعة صفوف وأربعة أعمدة . 


ca тү! үү! ivl =A 
- i el el m 
і E “Л т. 


ویلاحض أن اشارة كل уаш‏ من عناصر المحدد تتوقف على موقع هذا 
d‏ في المحدد فإذا كان حاصل جمع RE‏ الصف + رقم العمود) عدد 
زوجي تكون إشارة العنصر موجبة LÍ‏ إذا كان حاصل جمع (رقم الصف + 
رقم العمود) عدد فردي تكون إشارة العنصر سالبة وتكون إشارة عناصر 
المحدد متبادلة في اتجاه عقارب الساعة وتبدأ بإشارة موجبة كالآتي : 


gp 
5 ۳ _ 5 
+ — + Ex 
= + xx " 
+ — T л 

كن ایجاد القيمة العددية للمحدد من op EE‏ 

: ٦ مثال‎ 
: أو جد القيمة العددية للمحدد الآأتي‎ 
- + - + 
M Y e | Y 
E Y Y c ۷ 
۱ ooa 5 e 
۷ ٤ ۲ ч 

الحل : 

ES ب‎ 51: ۲ vy rv اوناع انوا‎ 

| | DE 

١ Y o &- 17 Y o0: ۲+ Yo o o- Yr م‎ Y- 4 
| i ; 
Sed LAW N ۷ ү y ely 
| ۱ Fd | 


مه 


شر يتم ايجاد قيمة كل محدد من ке e л ТҮ МЕ‏ 


المحددات الصعر ی أو يطريقة الأقطار حيث : 


. 
r ۲ 5 ۳ ۲ \ ۴ ۲ 
۱ ۳ ۲ ۱ ۳ ۲ < ү ١١ ۳ دعم‎ 
y ۷ d ۲ ۷ 4۰ ٩ 


Ш 


۳ | وب (бз + М)‏ أ 


Г (чу) - 6۸ | ۳ 


Ш 


| Y M 5 ү ۷ ` | Y ۷ 
۱ | | | 
| ١ d Y 1 | o دم‎ Y | 3 | e 3ح-ع-ه‎ 
| PEE 
: 5 ۷ & ` vi 


Ш 


[ ОЕР еа - 
8 (v) - )۲۰۰( 7 o - 
VI [^r] aie 


Y ү ii Үү v боа ۲. v 
| | | | | 
Y ә Y| Y ә ү= | 7 " e! т-д 
Y \ ү Y ` | ۷! yi a 
1 | 


Lys беу] ve 


۱ 
لم ا 
L?]‏ 
۱ 


v. AR бозу. Gy ۳] الداع‎ 
۱ o! 
| Y e ١ ۳ شرع او . |" ۱ =- و‎ 
۱ | 
| | cd zai 
۳ 5 Үү \ | $i ۲۰ 0 
| | 


۳۹9 


ауре вА ] ¿ -= 
(л) - 070] 6 - = 
۷۲ - = ۱۸ £-- 


اذا قيمة المحدد = ۲۱ - 1۵ + М Мо.‏ 


аула 


تالثا : استخدام المحددات في حل المعادلات الخطية : 
(i)‏ المعادلات الخطية ذات المجهولين : 
بغر ض أن لدينا المعادلتين الخطيتين الآتيين نس 


(\) tests n |t ‘JE ب.ص‎ + s 


حيث ل هو محدد مکون من معاملات س ؛ ص في المعادلتین و هو مقام لكب 


а, ы uw 


E,‏ ل سل هو تکنر محدد المقام بعد حذف معاملات سل ووضع us Y‏ الحدود 
المحلقة . 
أم' ذل س هو تفس محدد المقام بعد حذف معاملات ص ووضع ла Xa‏ 


v J Tur 2 
Y vJ لام‎ «l 

= ص‎ тү E ME ادا‎ 
T «Jd TE val 


(Јн) : ) er I) 
С إذا س = لشت هنا‎ 


'مثال 7 : . 
REN‏ المحددات حل المعادلات الاتية : 
Y‏ س Y=-‏ ص = © i‏ 


$ = 
үр ص‎ + 5 


үз ۳ 
a AtY- (ixt-)-v- ‚| E ut 
١ < 
y= с 
р оу Г 0 А 
\ А 
3 Y 
Ys quer = | = ۸ 
Yt £ 


rtr من‎ А 

۳ ET А = i 
TEA ص‎ А 

о = ۵ ; | с=Үхүшүхү 


| : 8 مثال‎ 
: باستخدام المحددات حل المعادلات الاتية‎ 
١ a ص‎ ۲ + „ос 
ААЛ 
| | س‎ Д 
ص‎ Д = ص‎ А = 
4 
Y ^ 
LX I, C جح‎ - A 
Y e 
! Y М 
үле pe = А 


Мше ш але Асы EE MP 


وللتأكد من الحل يتم التعويض بقيمة كل من س ٠‏ ص في أحد المعادلتين : 


М = ص‎ ۲ uA 


: ٩ مثال‎ 


او جد باستخدام المحددات قيمة کل من س ٠ص‏ :۰ 


А 


DUM 


te 


ea 


Nata 


\ = Y.—YY = 


(ب) المعادلات الخطية ذات الثلاث مجاهيل : 


بفرض أن لدینا المعادلات АШУ!‏ :ب 


٣ |‏ ب ص + — بع RT‏ 


"E Ст а E اس + ب صں‎ 


„= € —À * ټپ صل‎ + o» 


وبحل المعادلات السابقة نجد أن : 


مقام لكل من س € ص » ع ٠‏ 
أما А‏ س هو نفس محدد المقام بعد حذف معاملات س ووضع الحدود المطلقة. 


А tal‏ ص هو نفس محدد المقام يعد حذف معاملات ص ووضع الحدود 
المطلقة. 


أما لك ع هو نفس محدد المقام بعد حذف معاملات ع ووضع الحدود المطلقة . 


| 

| 1 

uj “е " | Я С Y" zl | C үм to 

۳ بت‎ ٣بل‎ el | Me sd J| \7 ل لام‎ 
i | 

اذا = u‏ صن = ع = سس 
мх —‏ 

| ; 
| і | | 

اب نب جح Co).‏ د 

3 

rl po XE dem '!‏ ب۲ ۲ ابم حم 
| 2 

жыз!‏ | آم بم حم rl‏ بم حم 


مثال ۱۰ : 


O) ره‎ р, Yom Ё + ص٣‎ - ут 
E е ا‎ йш e 
(Y) — + دمص + ع‎ у 


ге 


صم 


y- Y Ye oy- Y | | 
| 
| | 
Y yoo y= y y = 
c- 1 E o- * 


Y Y ١ Y ۳ 

| 
\ \ Ye ١ | 
5 3 Ы ` : 


| 
Y= Y Y Y- И | Y Ye Y 
| | | 
| ۱ | 
Y ١ ١ v ۱ - ١ Y D шыла 
| | | C 
| | ۱ 
e 4 E ee er | 5 ©— Eg 
| 


دوه )رسد ۱ ] 


Los = rers] = 
i ۱۳ | S 
۱۳ А MEC 
5 YA Т ص‎ ۸ _ 
1۳ А صر‎ 
5 ۳۹ : دع‎ 
Е т" A B t 


وللتأكد من الحل يتم التعويض بقيمة كل من س . ص ۰ ع في احد المعساد ات 


السابقة . 


ш GEN Р 


V-Y-YxY—Wixr 


Y1 -‏ : 
الفصل الخامس 


اللوغاريتمات طزيقة لتبسیط الغمليات الحسابية حیث أت من خواض 
اللوغاريتمات تحويل عمليات: الضرب والقسمة إلى عمليات جمع وطرح وير 
للو غاریتم بالرمز لو "log"‏ ويحسب اللوغاریتم لأساس معين يسمى اسساس 
اللو غاريتم . و العدد ۰ هو {Ьай‏ عدد يختار کأساس للوغاریتم ویکتب علسی 
الصورة لو .۰ وعادة ما يشطب الرقم ۱۰ من أساس اللو غاریتم للتبسیط حيث 
أن الجداول الخاصة باللوغاريتمات قد. حسبت للأساس Ia xà е ٠١‏ 

شاهدنا الرمز لو" بدون Дд‏ ذلك أن اللوغاريتم ишш‏ :۰ 

أو : تعريف اللوغاريتم 

لو غاريتم العدد هو الأس الذي إذا رفع. АД.‏ الأساس نتج العدد . 


٠١ Ж‏ فمعنى ذلك أن لوغاريتم العدد هو لس الذي إذا رفعت إيه ال 


uS فاذا‎ » 


۰ کاب NE.‏ أ للعدد أي أن : 


Y. ш ۱ (۰) PE оке i 
۱۰۰ = (0) شه‎ кк 
و هکذا‎ ١... = (e) — те... لو‎ 


وجميع الأغداد التي Hii‏ بين ال ٠١‏ وال ٠٠٠١‏ فان لو غارینمی 
ا со‏ وهكذا . 


M LET 


وتوجد جداول توضح قيمة اللوغاريتم يمكن عن طريقها إيجاد قيمة 
اللو غاريتم » وسيتضح كيفية استعمال اللوغاريتمات من الأمثلة التالية : 


тА 
Yo آوجد لوغاريتم العدد‎ - ١ 
: الل‎ 


۱,۳۹۷٩۹ = Yo لو‎ 


E سمس‎ (Loa ides سملن :هذا ار کدی الكذاول یت یدیا و‎ Las 
البياني والعدد البياني هو عدد يقل بواحد صحيح عن عدد الأرقام الصحيحة في‎ 
العدد المطلوب إيجاد لوغاريتمه . وحيث أن العدد ۲۵ يتكون من رقمين فالعدد‎ " 
تحت‎ Yo ثم نبحث فى جداول اللوغاريتمات عن الرقم‎ ١ البياني له يساوي‎ 
۰ عمود الصفر‎ 


ومعنى أن لو ۲۵ = ۱,۳۹۷۹ هو أن (۱۰) UU‏ ۲۵ 


۲ - أوجد لوغاريتم العدد 517145 

КОРЫ, las‏ العدد البياني وهو ۳ حيث أن العدد المطلوب ایجاد 
لوغاريتم له يتكون من أربعة أرقام ثم نكشف في جداول اللوغاريتمات عن ٩۷‏ 
تحت ال ؛ فروق ٩‏ أي نكشف عن .أول رقمين تحت الرقم الثالث ونضیف 
الفروق المناظرة للرقم الرابع . 

AT m ЧМ. أن علو‎ ай 


“VE = TE )٠١( :كوف هذا يعني أن‎ dus 


EN е 
£,91V أوجد لوغاريتم العدد‎ - ۳ 

نبدأ بتحديد العدد البياني وهو يساوي صفرا وذلك الأنه يوجد رقم 
صحيح واحد في العدد المطلوب إيجاد لو غاريتم له ثم نكشف عن 12 تحت 
الواحد فروق ۷ ویکون : 
لو GOYA = foy‏ 


4,۵۱۷ е UU )۱۰( اي آن‎ 


- آوجد لوغاریتم asl‏ £ ۰,۵۲۳ 
العدد البياني في هذه الحالة هو - ۱ وذلك لأنه لا توجد أرقام صحيحة 


ثم نکشف عن ٥۲‏ تحت ۳ فروق E‏ 


۰۱۲۸۱۲ = VIA = эгүү لو‎ 


۱ AM E 8 
EE ا‎ жеш 


۰,۰۱۷ أوجد لوغاريتم العدد‎ - ә 
العدد البياني في هذه الحالة هو - ۲ لأنه ليس فقط لا توجد أرقس‎ 


ONE‏ ولك Cad‏ يوجد жа‏ 1 على یمین Lud‏ العشرية » ثم نکشف عسن 


۷ € Y 
` 


5 حد ت آل ۷ 


VAT = ЕСУ Е 


ov‏ - أوجد لوغاريتم العدد ٩ ‚оү‏ و۰ 
العدد البیانی = - ۳ ثم نكشف عن eV‏ 


57 


۲ ۲ > ۶۱ -= 5-48 58 "Ww—— J 


3 


"туул 


s 0V xd И (t) 


ERR Lde Lass N‏ خواص اللوغاريتمات والتي منها أنيا تحول 


ثانيا : خواص اللوغاريتمات : 
i \‏ 

)9( =لوأ-لوب 

ب ' 
(qr)‏ لوأب - بلوا 

(i)‏ لو ۱ = ص فر 

СИ‏ ی шй AS‏ ا بات АЛ‏ باستخدام PETS‏ القو انين من الأمثلة 
و سیتضح غية تبسيط العمليا بيه + - 


التالية : 


ТЕЕ (Y) مثال‎ - 


١ Е ۱ n _ 


© 


VIA} = ү\д [2 
(۷۱۸) 


\ é 
е (улл) لو‎ = ۸ Е ل‎ 


= لو ۷۱۸ = —— ۲,۸0۱٩ X‏ = لاكالات. 


ثم نکشف في جدول الأعداد المقابلة للو غاریتمات عن ۰,۵۷ تحت 


الواحد فروق ۲ فنجد أنه ۳۷۲۲ وحيث أن العدد البياني في الجواب السابق كان 
Doy ida р . ۳۳ ۲ КІ A aA. ka х‏ 5 . 
صفرا فان ذلك يعني أنه يجب أن يكون لدينا في ااصل رقم ص حيح احسد 


: العلامة العشرية یمین الت ۳ ویکون‎ ad 


۳,۷۲۲ = ۸ |: 
4 


(у. У, £(Ye, Y) 


| مثال )^( أوجد قيمة‎ - 
(Т©,е) ‚г 
: dead 


w чы 


"T roe "'(Yo, v) 


(Yv,o) x ۱‏ 
لو ص = لو البسط - لو المقام = 
لو (тол)‏ + لو (۱۲۱,۳) ۳ - لو 2١ Е (ro)‏ 


۱ | 
eYze Ho conte لو‎ 8-1779 EY oe Yo Vr لو‎ ۷,٤ = 


Ton х*#—ү,, ДҮ тт у = 


۳,۷۱۹ : x ۲/١ – 


RN EON CR um са ep 


Y,YYAA — YY,Y — £,YVOÀAA + ۱۰/۳۹۱ А = 


۱۱۲۹۷۷ ۰ = PEYRA — ii УКУ: 


كشفنا 13 جدول الأعمال المقابلة للو غاريتمات عن OY‏ تد تك آل V‏ 


56 
را 2 سد 


الصحيحة Y‏ وبالتالى يكون الجواب 1,6٥‏ ‚ 


(ау ДӘ 


باستخدام اللو غاریتمات أوجد : 


“Yo Y e [Т (1) 


V‏ وجدنا الرقم ۱۹۸۵ » وحيث أن العدد البياني واحد فيكون عدد الأرقام 


١ 
e,1 = ۲,۰ ‚Үү х— 
Y 


+ 


КҮЗҮ. 
: بالبحث في جدول الأعداد المقايلة نجد أن‎ 


{oV = 


سل 


ps "Eos‏ ۰ اخذ لوغاریتمات الطرفین 


EYNI ж YAT AY لاير‎ “yo ع > لوة‎ PE 


t1 


(ج) نفرض أن م - ۲۱۰/۲ ' بأخذ لوغاريتمات الطرفين 
A‏ 
ШЕЕ‏ = لو DL ET‏ 


العدد المقابل a‏ = 4¥ 


M |‏ - 
الف اشاس 
التفاضل وتطبيقاته الاقتصادية 


yg‏ : التغير والمتغير 

تتسم الظواهر الطبيعية بطابع التغير. بمعنى أن البيانات التي نجمعها 
عن ظاهرة ما قد لا تكون متشابهة بل تكون مختلفة متغيرة فعند دراسة ظاهرة 
كظاهرة الحرارة في بلد ما في يوم ما قد نقيس درجة الجرارة كل ساعة مكلا 
ال ۱ саайар v‏ هذ edad‏ كون غاا متفه عن ما 
البعض لان الحرارة تتغير من وقت إلى آخر . وإذا رمزنا بالرمز س لهده 


الظاهرة فان هذا الرمز يعبر عن أي درجة من هذه الدرجات دون 
درجة معينة منها ونقول حينئذ أن س متغير نطاقه مجموعة درجات الحرارة 


وهناك علاقات بين أزواج من المتغيرات كما هو الحال مثلا في العلاقة 
ن طول ضلء المربع (س) و مساحته (ص) ویمکر عمل معادلة H7 ма‏ © 
و 325 المعادلة تغبر عن العلاقة بين المتغيرين س »> ص ويسمى المتغير س 


بالمتغير المستقل ويسمى المتغير ص بالمتغير التابع . 


فإذا كانت كل e‏ قيمة ل س à‏ تعطی قيمة وحيدة hi‏ ل ص تسمی العادقة 


ya. 
Dou 

إذا ارتفعت درجة الحرارة في أحد UN EUN EON‏ 
هناك تغير في درجة الحرارة قدره * درجات مئوية ۰ فإذا رمزنا إلى درجسة 
الك ار за I5‏ من مغلا قان التعين د ہں = ٥‏ .5 ده :أي أن التغيبر 
فيس - قيمة سس بعد التغير - قيمة سس الأصلية » وإذا رما ی فسي بر 
بالرمز ۵ س يمكن كتابةالعبارة السابقة هكذا A‏ س = قيمة س بعد التَغير = 


قيمة س الا صلية : 


ثانيا : متوسط التغفير | 

اذا كانت ص دالة في س ds азр оли‏ 
ص وعلى ذلك إذا تغيرت س تغيرت تبعا لذلك قيمة ص وهذا يعني يعني أن التغیر ' 
Д‏ س في س يتعبه تغير А‏ ص في ص والنسبة م س o‏ تعرف teb‏ متوسط 
تغير الدالة ص بالنسبة إلى س ۰ ويعرف معدل تغير الدالة ص بالنسسية إلى 
س بأنه نها دسا ه صفر LX‏ ويسمى بالمعامل التفاضلي الأول للدالة 
ص بالنسبة إلى س أو المشتقة التفاضلية الأولى للدالة ص Аааа‏ إلسى س 


on 
M ل‎ 


ونرمز له بالرمز د ص أو د (س) أو ص 


بناءا على هذا التعريف فان —— تھا ل —4 


: LÀ 
-YY. | 


خالثا : إيجاد المشتقة الأولى للدالة ص = د (س) 
——————« 


jse 


صا 
м‏ 


عندما تتغير س إلى س + 4 س فان ص تتغير إلى ص + 


وتصبح )^( على الصورة نت 
CE ex ATS SAT‏ 


А |‏ س 
Жек ырын ME‏ 


NN OR 3‏ س) 
MESI‏ 


= نیا لك س سه ж-а‏ 
А‏ س 


تسم هذه الطريقة بطريقة المبادی الأولية لإيجاد المشتقة الاولی 


É‏ | - ا 


- مثال )1( بالمبادی الأولية أوجد معدل تغير ص بالنسبة إلى س للدالة 


ص + ۸۵ س = (س + ۵ س)؟ + © (س + ےھ س) 


SY ۲ =‏ ۸۵ س +(4 س)۲ + دس + د a‏ س (X) asc‏ 


А‏ ص 
بقسمة الطرفان على ۸ س "UNA‏ = ۲ س „ДА+‏ + ۵ 
| ۵ ص _ ْ 9 
لها ل له صفر ——— 4 س ھا а‏ ٣سر‏ + دس + 2 


أي أن معدل تغير ص بالنسبة إلى س هو ۲ س + ه 


- مثال му: (v)‏ دص د (س) لدالة ص it‏ 
د س 


2YYY ۶ 


NE ш‏ سن Ж шу”‏ ین) ‏ دزم كاسن 
٣ toAt'ur „=‏ س (Д)‏ + 
Isa)‏ +„ + ۸ س 4 س + > (A)‏ 


bd 


بطر ح المعادلة الأصلية والقسمة على А‏ س 


Y Y ga 
س + >( ۵ س)‎ ۸۵ + (A) + سس + ۳ س ۸۵ س‎ С TA 


„ү S‏ + ۸س 
رابعا : قواعد التفاضل 


قاعدد )*( 
A. A Al‏ الأولى بلد الة ص u=‏ = 


" . د صل 0-33 
T‏ کانت ص = а‏ ? | فان gelo o‏ 
^ . د ص 
ادا كانت ص = س فإن T‏ = \ 

=y 
- اس‎ ۲-۰ x که فان‎ 


-ҮҮҮ- 


е 


ادا کانت ص = جسن Шым‏ ج عدد ثابت 
j=‏ 


o "x z- * А 


د س 
قاعدة )£( : 
ЧИ айа den‏ 


إذا كانت ص = ع × ف حيث р‏ ف دالتين في س 
۱ دف G)‏ 
ML NER хр = Ja à‏ 
H‏ دس دس د س 


ثانية تفاط الأولى 
لأولى x‏ تفاضل الثانية + الثانية × تفاضل الأو 
i‏ 0 227 = الار 


- مثال )*( 


0 د ص 
Ala d оа‏ 
=„ ۲ + 5) (س۲ + ۷) و - 
اذا كانت 


ide 


ص = (س" + (о‏ (س" + (v‏ 


х (У +‏ اس 
ن؟ + (V + "o9 + "o x (o‏ 
= (س 


5 س 
Qa‏ 


1 Y 
٤ + هاس"‎ + * 
س س‎ ٥ 


: (£) ga - 


+„ سل ۱ = o‏ أوجد 
سل 


(Y+ o» Y) x (\+ 
| -س‎ Yo) + )۱ - ол) 
x )۱- oe + Yos 
) 


оа 


۳ ۲ Y Y $5 21 


رگن حكن Y-‏ 
= ۱۲ س" + 174اس"- ۱۰س Y=‏ 
قاعدة (۵) : 


مشتقة خارج قسمة لدالئین C‏ 


إذا كانت ص = T‏ حيث ع »ء ق دالتین في سي › ق (س) Ф‏ صفر 


د و 
دع 3 
Жү‏ == © 
ى د س 3 د س 
-li‏ د ص 
m‏ دمن ч‏ 
um‏ 
9 
المقام x‏ تفاضل البسط - البسط x‏ تفاضل المقام 
с‏ “ د ص - 5 
اي ان 
د س 
Y‏ 


-ҮҮ\- 


"(е + Yo) 
سل‎ > 
ج‎ 
(Eros) 
lu د‎ 
T = کت إزا كانت ص‎ 
۱ + د س س‎ 


مثال ١ (ү)‏ 
д‏ د ص إذا كانت ص - يي 
Qu ١ т‏ 
الحسل : 
_ ۱+ س 
= — اوج 
(۱- س') × ۲ س (۱ + س)) ox х‏ 
د ص = 
3 
س (۱-س) 
۲ من (۱ هن ۱۰۳ (он‏ 
Y)‏ -س)" 
Ua ~‏ 
د ص = 
دس тут‏ 
(o-»‏ 
قاعدة )3( 
مشتقة Alla‏ الدالة — 
‹ ع=ر(س) ox‏ 


إذا كاد من ۴( ع) 


-ҮҮҮ- 


YYA-‏ و 

(" " ص 37 (ر‎ 
£2 0 د‎ А, gdaj à 
т دس دع‎ J 


الحل : 
بفرض ع > س + ١‏ 
۱۸ 
إذا ص = ع 
د ص _ د ص £3x‏ 
ET‏ © د س 
3 

А ү د ص‎ 

٩ = : ‹ A =‏ س 
د س 3 د س 


yy 3‏ € 
وبالتالي د ٥× (tuya‏ س؛ 
7 د س 
AX‏ 4 * 
ho 3 56 А‏ 3 
لذا کانت оа‏ = ع ن فان ب دن »اع دا عر С‏ 


-Yva. 


متال )3( : 


A 2 3 £ 
(Y= +هس‎ o) = كانت ص‎ t3 m as jl 
سل‎ - 


л ۱‏ : 
се‏ = (۳ س" + هس - ۲" 
تسد - (۲ س' + هس ٦( × (rm‏ س + (о‏ 
л) ٦ =‏ +ه) (۳ س" + هس - (Y‏ 
مثال (۱۰) 4 
١ f‏ +س ۲ 
أوجد CL‏ إذاكانت ص | ۱ سس ۲ 


Y x (тол) x ^‏ س - X (Yay)‏ -۲ س 


د ص +١ M‏ س 
د س 5 ETE‏ 
(Yos Y)‏ 
^ 
۱٩ = |‏ سب × ۲ س (۱-س +۱ + س۲) 
دين 


КААКЫ 


at 3 А 
(Yos ۱( دص‎ 
х س‎ ҮЛ = 


وان 


أوجد ك إذا كانت ص = Yo) x "0+ To)‏ + 8( 
7 دس 


< 
3 


ص = (س" + x‏ (س' )٤+‏ 


t 


ص 
د س 


اس тр) tempo a‏ 
= ۲ س ( س" + ۱" (س؟ + ؛)' һу)‏ `+ \%\( 
المشتقة الثاننة: 

cals 13‏ ص کش + اسن 


£ د ص < 
فم“ ال اص از سس دوين + س 
فمن الو اضح ان دس 


1 - 


" * * . A 5 Я د‎ Н 
هي أيضاً دالة في س وإذا أجرينا عملية‎ е وبالنظر إلى الناتج نجد أن‎ 
: التفاضل مرة أخرى نحصل على‎ 


3 د ص 
دس دس = ۲:۰ س ۳ + 5 


ویسمی الناتج بالمشتقة الثانية А all‏ ص بالنسبة إلى س ویرمز А1‏ 


А a‏ د ۲ : £ » є‏ د 

بالرمز баў E‏ او د = (س) 
د س Р‏ 

وبالمثل إذا أجرينا عملية التفاضل مرة ثالثة نعمصل على المشتقة 


HEUS а‏ وی 
دس Y‏ 


وبصفة عامة إذا كانت ص دالة في س يمكننا الحصول على المشتقة 
الأولى ثم المشتقة الثانية ثم المشتقة الثالثة وهكذا على التوالي باستخدام قواعد 
التفاضل- السابق ذكرها . 


س 


-їҮҮҮ- 


i eill 
_ ب _ داص‎ a 
١ = عندما س‎ 
َك‎ /Y35 « 
- karanira £ 
y 3 e 
)۱۳( مثال‎ 
إذا كانت ف = ن۲ + ۲۱۲ - ه‎ 
داف‎ 
۲ = عند ن‎ T فاوج د‎ 
دن‎ 
: الحل‎ 
бее y في رك عبن اك‎ 
7 x ف‎ 3 
ده‎ Yfict ن١۲‎ = E 
د ۲ ف‎ 


ТҮҮ 


عند ن Y=‏ 
ГАК‏ 
دن ” 

۷۲ = €+ A= 


خامساً : الدوال ذات المتغير الواحد 

إذا كانت الدالة وحيدة المتغير فإنه يمكن حساب نقطة القيمة العظمى (أو الدنيا) 
لها بالطريقة المعتادة بدون الرجوع إلى القيود الواردة عليها » ثم نقارن بين 
القيمة المحسوبة وبين القيود الواردة » فإذا ما استوفت القيمة المحسوبة تلك 
القيود فسوف تبلغ الدالة تلك النقطة » أما إذا لم تستوفی القيمة المحسوبة القيود 
الواردة فإن قيمتها (أي قيمة الدالة) تتحدد بناء على القيود . فإذا كانت ص 27 
(س) c‏ على سبيل المثال » والمطلوب تحديد نقطة بلوغها قيمة عظمى مع 
اشتراط أن تساوي أو أن تقل س عن عشر وحدات ووجدنا أن الدالة تحقق نقطة 
قيمة عظمى عند س = А‏ فمن الواضح أن الدالة سوف تبلغ نقطة قيمة عظمى 
مع استيفائها لقيد الوارد . ومن ناحية أخرى إذا وجدنا أن نقطة بلوغ الدالة 
السابقة لقيمة عظمى هی س = ۱۲ مثلا » فهذا يعني أن القيد الوارد ذي 
فاعلية » أقصى قيمة للدالة سوف تتحقق عند س = ٠١‏ في هذا المثال » بعبارة 
أخرى أننا لا نحتاج إلى أي أدوات جديدة لتحديد نقاط بلوغ دالة في متغير 
مستقل واحد نقاط نهاية عظمى أو صغری ‏ ولعل الشکل البياني التالي يوضح 


ما نعنيه . 


ص = د (س) ؛ 


БЕТА 


شكل )1-7( 


إذاً كان القيد الوارد على الدالة هو 
س < س 3 


> 


فأن الدالة سوف تبلغ النقطة "أ" وتحقق القيمة صء أما إذا كان القيد الوارد de‏ 
الدالة هو أن لا تتجاوز قيمة س القيمة س الواقعة بين سد » سر فأن الدالة 
سوف تصل قيمتها إلى 202 المحدد طبقا لقيمة سد . 

وفي حالة اتخاذ القيد الوارد على الدالة أن تقل قيمة س عن سء فان 
ذلك سوف يعود بنا إلى النقطة "ب" وسوف تبلغ الدالة القيمة ص ۰ . 
سادساً : الدوال المتعددة المتغيرات 

وفي حالة اشتمال الدالة على عدد من المتغيرات المستقلة فإن هناك عدة 
طرق لتحديد القيم العظمى والدنيا لها » وسوف نعرض طريقة التعويض في 
القسم التالي ثم نتبعها بطريقة لاجرانج وهي الأكثر شيوعا وعمومية عن طريق 
التعويض . 


ro 


١ - 5‏ طريقة التعويض 
إذا فرضنا أن الدالة التي نسعى لتحديد القيم العظمى أو الدنيا لها هي : 
ص = د (س, » 209 € سر » الم LUCR‏ 
وذلك باشتراط استيفاء القيد التالي : 


ك > و (س, € 209 € سه wee fU‏ > س .) 


aka dl us‏ ثابت (ونلاحظ أننا أوردنا قیدا واحدا على الدالة غير أنه 
لا يوجد ما یمنع من تعدد القیود على أن لا تتجاوز axe‏ المتغیرات ارت اه 
لو اردة بالدالة) . ۱ 

فیمکننا طبقاً لطريقة التعویض ۰ حساب قيمة أحد المتغیرات بدلالة بقية 
المتغيرات الواردة بالقید ثم نعوض في دالة الهدف (ص) بالقيمة المحسوبة شم 
نتبع الطريقة المعتادة لتحديد نقاط القيم العظمی أو الدنيا . 
مثال : آحسب نقطة بلوغ الدالة ص = (س)۲ + (ع)۲ قيمة ыз‏ بحیث بستوفي 


القید التالي وهو : 


س + ع = 4 


الحل : بالتعويض في دالة الهدف بقيمة س المحسوبة من القيد الوارد نجد 
آن : | 
Bre ш,‏ 
= 8-16 ع + 2ع 


-y 


0 


أي أن ص دالة في متغير واحد (ع) فقط ولتحقيق نقطة قيمة دنيا لها ندساوي 
المشتقة الأولى لها بالصفر . 
ص = - 8 + 4 ع = 0 


ع =2 
ومن ثم فان س = 2 
ولتحديد طبيعة نقطة الاستقرار السابقة » نحسب المشتقة الثانية 
ص " - 4 
وحیث أن المشتقة Aul‏ موجیة فان ikü‏ الاستقرار السابقة هي نقطة 
قيمة دنيا للدالة . بصفة عامة لذا تقوم طريقة التعویض على تحویل دالة الهدف 
إلى دالة في (ن - 1) من المتغیرات بعد التعويض عن قيمة أحد eda‏ انك 
بدلالة المتغيرات الأخرى وذلك باستخدام القيد الوارد على الدالة ثم نطبق 
الطريقة المعتادة . 
л‏ ۲ طريقة لاجر انج 
تقوم هذه الطريقة على أساس تكوين دالة جديدة تضم دالة الهدف 
الأصلية و الشروط الواردة عليها بعد ضرب كل من الشروط فيما یعرف 
بمضاعف لاجرانج « وتعامل هذه المضاعفات على أنها متغيرات مستقلة في 
الدالة الجديدة وتتحدد قيم هذه المضاعفات (ويساوي عددها عدد القيود الواردة 
على الدالة) من خلال الأسلوب أو الطريقة المقترحة فإذا كانت دالة الهدف 
هي : 


ص = د (س, € س2 ۰ س 3 —À‏ > س (э‏ 


- yyy- 


ونسعى لتحديد نقاط القيم العظمی أو الصغری لهذه الدالة بحيث تقكون 
E UP I ды‏ 
ك = و (س, € س2 € سوء QE ESS‏ 


ولا يوجد ما يمنع من تعدد القيود غير Ый‏ سوف نقتصر على СА‏ 


ورود قيد واحد على دالة الهدف . نكتب الدالة ف على الصورة . 
ا EGLI «d‏ 
حيث "ل" مضاعف لاجرانج . 

ونبحت عن „ДЇ‏ العظمی أو الصغرى للدالة "ف" (وهي دالة الهدف 
مضاف الیها الشرط بعد تحویله إلى صورة صفرية مضرویا فلي مضاعف 
لاجرانج) ولتحقیقها يجب استیفاء الشرط اللازم والشرط الكافي وهما على 
A‏ : 
الشرط اللازم : 

ај‏ ف نقطة gs JR‏ هذا عند al аА а‏ ات 
الجزئية الأولى بالنسبة لكل المتغيرات المستقلة الواردة بالدالة وكذلك بالنسبة 
لمضاعف لاجرانج » بعبارة أخرى نحسب . 

وعد دوع( 


; - YYA- 


EE ققطة‎ ass R ood ute Ды 
: الشرط الكافي‎ 
يتطلب هذا الشرط حساب المحددات‎ 


Ки 2 ف‎ n= 
ف22 "ود‎ 12-3 - |. | 
0 و۱ "ود‎ 
{зе JE os ies 
ھم = ف12 ف22 ف32 حو‎ | 
3s 33-3 23-3 ف1‎ 
0 3% و2‎ 1 5- 


وهكذا بالنسبة لبقية المحددات إلى أن نصل للمحدد 


l 9 31 бый —— 2194 Д 13 
١ | : | 
"a E 2 ف ن‎ TEE 
0 ون‎ m 2, ١و‎ 


وهذه المحددات هي المحددات الرئيسية للمصفوفة مع ABUS‏ المشتقات الجزئية 
الأولى للقيد الوارد على الدالة كعمود وکصف . 


5 - ۳۹ - 


| 2 | تفت ۱ у; n‏ | 
К‏ ` سح ام 
ث أن غالبية التطبيقات الاقتصادية هنا تقتصر على 
че».‏ ال 0 :2 
| فإنه يمكننا القول بان الشرط الكافي : 


+ لتحقق الدالة نهاية صغری هو 


0 < | 
РЕТИ ИС + 
0 “< هه‎ | 


مثال : | 
أحسب القيمة العظمی أو الصغرى للدالة 
ER a^‏ 3 
ت = هدس + ше М‏ اس 
ص + 0.5 س = 12 


сл 


(+, — —\Үү 
Ја ( ص" - س ص + ل‎ t ف = هس"‎ 


وبحساب المشتقات الجزئية ومساواتها باصفر نحصل علی : 


کان س 05ل 0 


о 
П 


уа 12 = „ыз‏ دين دل 


A 
0 - мй NE ле үс 
: على‎ ааздан Жад ша اق أن نأ‎ о a 
9 = س = 6 ‹ ص‎ 


1- 1- 10 


0 > 15.5 = | 0.5- 12 1- x | 5 
0 0.5 - 1- 


أي أنه عند نقطة الاستقرار تبلغ الدالة نقطة نهاية صغرى . 
ت = 6)5(?-9)6(?-6122(9)(6 


سابعا : تطبيقات اقتصادية على التفاضل 
١ - ۷‏ توازن المستهلك 
يسعى الفرد إلى بلوغ أقصى إشباع كلي وذلك في حدود دخله المتاح 
والأسعار السائدة للسلع . ولنبدأ بمستهلك يستخدم السلعتان ص ۰ ع اللاتسي 
نفترض أن سعريهما على التوالي س مر » س ع . | 


كما أن دخل المستهلك أو ما يقرر الفرد إنفاقه على هاتين السلعتين هو 


> ص . س مر + ع س‎ р 


۰ ۱ - 
وهذا هو ما یعرف بخط الميزانية أو خط الاسعار . ویوضح هذا الخط 


صياغة خط الميزانية نجد أن : 


e TS i icd 
حيث يوضح الجزء المقطوع من المحور الرأسي ) سح ) عدد‎ 
الوحدات من السلعة ص التي يمكن للفرد الحصول عليها إذا أنفق دخله بالكامل‎ 
عليها » أما عن عدد الوحدات التي يمكن للفرد الحصول عليها من السلعة ع إذا‎ 
خصص کل دخله للإنفاق علیها فتتحدد بحاصل قسمة الدخل على سعر السلعة‎ 
ع » ويوضح هذا العدد نقطة تقاطع خط الميزانية مع المحور الافقي . فاذا‎ 

= £ 
لنلعتین ويكون ميل هذه الخط ( m‏ ( أن ميل كنظ المیزانية هو 
ص 
الأسعار النسبية أي نسبة أسعار السلعتين » وأنه سالب الميل لكي یوضح أن 
زيادة عدد الوحدات من سلعة يتطلب تخفيض عدد الوحدات من السلعة الأخرى 
لثبات الدخل المتاح . من الواضح أن تغير حجم الدخل المتاح يؤدي إلى انتقال 
خط الميزانية موازیا لنفسه » أما تغير الأسعار فينعكس في تغير ميل الخط أي 
25 الخط حول نقطة تقاطعه مع أحد المحاور . 


إذا فرضنا أن دالة المنفعة الكلية lm M DO‏ 
استخدامه للسلعتين هي : 


cad etos ۰ 


مك = د (ص ۰ ع) 


EA КЕКЕК 


إن استخدام طريقة لاجرانج لتحديد النقطة السابقة يتطلب منا تكوين 
الدالة "Cs‏ التالية : 


ف = د оа)‏ ع) + ل e)‏ ص س مر ¬ ع س ع) 


وبمساواة كل المشتقات الجزئية الأولى للدالة أف" مع الصفر نحصل على : 


وبحل هذه المعادلات آنیا نجد P‏ 


ERG us ge‏ = ل 
سس ص سل ع 
ومنه : 
d‏ د 
بسح ge pers‏ 
a cs Ed‏ 


“Er v 
أي أن تحقيق الشرط الأول لبلوغ الدالة نقطة قيمة عظمى يتطلب تساوي نسبه‎ 
. المنفعة الحدية لكل سلعة إلى سعرها عبر مختلف السلع التي يس تخدميا‎ 


أما استيفاء الربط الثاني فيتطلب حساب E‏ | 


قا os‏ . فا ص ع Ф‏ صل 
ê раа pu 24]‏ 
۳ م مر مع 0 


eius‏ ايكون هذا المحدد موجباً التأکد من بلو غ الدالة Дай‏ عظمی ‏ أي أن 
| ات | > 0. 


ولتحديد المدلول الاقتصادي لهذا الشرط › يمكننا اعادة كتابته على 


د مراص ل ص ع ملس ص 
E‏ | 35 < 
pn B E 7O‏ 0 
سل ¿T ша‏ 0 


وبفك nadl‏ نحصل على : 
Е a‏ 2 
7 س ص د عع + ۲ س ع س مر pod‏ د ص مر س ع > 0 
وبالقسمة على س7 ص مع استخدام الشرط الأول نجد أن : 


2 دس 
gaar Т КЕТ‏ 


وبالضرب في د“ ر وتغيير الإشارة نحصل على : 


0 > ی شين مس دج‎ а., 
وبعبارة أخرى أن الشرط الثاني لتحدید نقطة بلوغ مستهلك أقصی اشباع في‎ 
ظل قيد ميزانية معین يتطلب أن یکون منحنی السواء محدب من ناحية نقطة‎ 
الأصل . فتوازن المستهلك يتحقق عند نقطة تماس خط الميزانية لأحد منحنیات‎ 
السواء (الشرط اللازم للتوازن) » تمثل نقطة التماس هذه أقصى إشباع یمکن‎ 
تحقيقه في ظل الميزانية المتاحة إذا كانت منحنيات السواء محدبة من ناحية‎ 
. نقطة الأصل (الشرط الكافي للتوازن)‎ 

مثال : حدد كميات السلعتين ص » ع اللتان تحققان أقصى إشباع لمستهلك يريد 
إنفاق "100" ass‏ علما بأن سعر السلعة الأولى "2" وسعر السلعة الثانية ۱۳" 


وأن دالة منفعته هي : 
مك = 5ص € 
الحسل : 
یمک كتابة jul ad‏ انية بالشکل التالي : 
0 - 2 ص +ع 
وتصبح دالة الهدف 
ف = 5 ص ع + ل (2-100 ص - ع) 
وبحساب المشتقات الجزئية الأولی ومساواتها بالصفر . 
و صو جد دول -0 


0 = ص -ل‎ 5 - „а 


-Yfío. 
ص داع‎ ۲ ~ 100 = уча 
: وبحل هذه المعادلات آنا نجد أن‎ 
50 - С 25 = ص‎ 


=] تعونت‎ шаш عند نقطة نهاية‎ usi Ss i, 


— 


2- 5 0 
0 > 20< | ı- 0 5 E 
0 l- 2- 


فالدالة تبلغ نقطة نهاية عظمى . 
مثال (۱) : إذا كانت دالة المنفعة لأحد المستهلكين للسعة (х)‏ هي : 

Оу -48 x-2 x |‏ 
وکان سعر السلعة (x)‏ - أي (P)‏ - يساوي )4( جنيه فإذا كانت المنفعة. 
. الحدية للنقود تساوي (4) - فما هي الكمية التي يستهلكها المستهلك من السلعة 
(х)‏ حتى يحصل على أكبر قد من الإشباع (أي حتى يتحقق توازن المستهلك) с.‏ 


الكل 
MU, | |‏ 
. نساوي المنفعة الحدية لما قیمته جنيه من السلعة р | (Х)‏ 


X 


المنفعة الحدية للنقود 


تقسم المنفعة الحدية على سعر السلعة فنحصل على : 


Yin. 


MU, — 48 - 4x “л 
Р, 4 ER 
: تحقق المعادلة‎ 
МО, . A 
Р, 
12 - 4 
X =8 


أي يتحقق التوازن (يحصل على أكبر قدر من. الإشباع) عندما يس تهلك )8( 
وحدات من (X)‏ . 

. مثال (۲) : إذا cule‏ أن دالة طلب المستهلك هي 10-8 = © 

أحسب فائض المستهلك عندما يكون )4 = ۴) وعندما )5 = (Р‏ 

| Gan 

. )3( نحسب كمية التوازن عندما يكون السعر )4( وعندما يكون السعر‎ : Y j 
-10-Q : وذلك من معادلة الطلب‎ 


Че = 6 P-4 إذا عندما‎ 
Че = 5 Р=5 وعندما‎ 


ثانيا : نحسب | لمساحة تحت منحنى الطلب بين كمية (О)‏ و ٠ (qe)‏ 


qe 
(10-Q)dQ. . = المساحة تحت منحنى الطلب‎ 
| | 
Ios 0.5 95), 
= 10 دعن‎ 0.540” 


RARR‏ | 4= م ,6 دين 

إذأ المساحة تحت منحنى الطلب = 36 x‏ 0.5 - 6 × 10 = 42 
عندما یکون 5 = ۲ ,5 <.0 

إذأ المساحة تحت منحنی الطلب — *5 x 5 - 05 x‏ 10 = 37.5 
فائض المستپلك m‏ المساحة تحت منجنی الطلب مطروحا منها Р.О.‏ 
عندما يكون السعر )5( 

۱۸ =٩ × ٤ - ٤۲  كايتسملا فائض‎ 

عندما يكون السعر )2( 

فائض المستهلك = ۳۷,۵ — ۵ =o‏ ۱۲,۵ 

مثال (۳):بفرض أن دالة المنفعة م = أب › س, Yn‏ س, = ۵ جنيه 
دخل المستهلكك في هذه الفترة - Quos‏ 

يمكن كتابة معادلة النص ЗУ‏ : 

Jes‏ = ۲ ]+ هب 

إذا ۲-۱۰۰ أ - هب = صفر 

من هذه المعادلة 

ب = ۲۰ - آل بإحلال قيمة ب في دالة المنفعة (م = أب) 


-їФА- 
وبالتعويض بهذه القيمة في‎ Yo = وبمساواة هذا التفاضل بالصفر نجد أن أ‎ 
وعلى ذلك فإن هذه التوليفة تعظم اشسباع‎ ٠١ = معادلة الدخل نجد أن ب‎ 

المستهلك في 2524 دخله . | 
معظمة الإشباع باستخدام معامل لاجرانج Lagrange Multiplies‏ 
بالإضافة إلى ما سبق فإنه يمكن اشتقاق دالة الطلب الفردية رياضيا 
باستخدام معامل لاجرانج > فنفرض أن المطلب معظمة الاشباع في حدود دخل 
معين Pls‏ دالة المنفعة | 
م = د CEED‏ 


و معادلة الدخل أو خط التوليفات الممكنة هي 

و* كس t d a‏ سن 06 
ولمعظمة المنفعة أو الإشباع في حدود الدخل المحدود (د ) وفقا لمعامل 
لاجرائح يتطلب تكوين دالة جديدة ترتبط بين دالة المنفعة ومعادلة الدخل عن 
طريق استخدام معامل لاجرائح وهذه الدالة الجديدة : 

و -م + ل د ه حيث ل تمثل معامل لاجرائح 


ويمكن صياغة المشكلة الحالية في المعادلة التالية : 

ه -د (ك ١ء‏ ك ی) +ل з)‏ - س إك -س بك ب) ۱ 

ولمعظمة المتفعة واستخراج دالتي الطلب الفردي لكل من السلعتین (أ » ب) 
ايازم ایجاد التفاضل الأول لدالة a‏ بالنسبة لك لمن ك أ > ك ب » ل ومساواة 

الناتج بالصفر وذلك كما في المعادلات التالية : 


د هر دم كم 

د ك ۱ T‏ دكأ a аш‏ )5( 
د e = 5 e3 А‏ = ۳ 
دكي دكي ل سب م حب - ل س ي = صفر )(( 
د асат‏ صفر )+( 


وبحل المعادلات الثلاث السابقة 


о ده د‎ 
= |, n = А 
PU سا + كاي‎ ۲ | dd 


مثال )+( : إذا كانت دالة المنفعة الخاصة بمستهلك ما للسلعتين (Y)‏ و (X)‏ 
هي Y*‏ - تير 0-2 10 +« 15 О=‏ 


- Y0.. 
وذلك إذا‎ ۰ (Y) والسلعة‎ x فاستنتج دالة طلب المستهلك الخاصة بكل من السلعة‎ 
والدخل النقدي )1( المخصص إنفاقه على‎ (P, = 2( ,(Р,=3) علمت أن‎ 
| . )4( السلعتين يساوي‎ 
: الل‎ 
: دالة المنفعة هي‎ 
О =  I5x«10Y-2x'- ү? 
۳2 + ۳۰۷ 2 1 
3+ 2 ۷ =4 
: وباتباع طريقة لاجرانج فان الدالة التي يراد تعظیمها هي‎ 
L  =15x+10y-2x%-Y¥ -А(3х+2у—4). 
L, -715-4x-3A =0 
را‎ -10-2y-2A =0. 
L -3х-2Ү+4 =0 


À 
المعادللات السابقة‎ з 


МУ 


< ж 
1 


-їо\. 


وبالتعويطئن فى معادلة فيد الدخل 


> 


3 Р д 
3 ( poOt2Y 4 
"o xc yd 
"^ gw dé 
= EM 7 
X. Gps dioe 
1 17 
i A 
17 
12 © "nm 
Yo S و‎ X= 7 وحتى تكون قيمتي‎ 
: هي التي تعظم المنفعة فيقتضي الأمر التحقق من الشرط اللازم‎ 
РЫР; > fa (pJ2* f, (P 
?x0 (3) (2) > -4(2)2+(-2) (3)2 


O> -16+(-18) 
O>  .34 


وبالتالي فان الشرط الثاني محقق 


ویمکن الحصول على دالة الطلب على السلعة (X)‏ بالتعویض في معادلة قید 
الاخل . ۱ 


Рх +P, Tys l 
2 


Х(Р,+ 3 Р) = 1 
(Х) وهي دالة طلب السلعة‎ X= 1 
Рр, += Р, 
4 12 » 
ХЕ 4 = [p بالتعويض‎ 
34 —— x2 
3. 
Р, (— У) +руҮ Et] 
Y (р, (1 
1 
(Y) وهي دالة طلب السلعة‎ Ү= 
07 | 3_Ру+Р, 
Кн са 6 € 


-їот. 


الفصل السابع 
التكامل وتطبيقاته الاقتصادية 


أولا : مفاهيم عامة 

. في كثير من العمليات الرياضية نلاحظ أن كل عملية لها عملية عكسية 
تقابلها فالطرح هو العملية العكسية للجمع والقسمة هي العملية العكسية للضرب 
وعلى نفس النمط أن عملية التكامل هي العملية العكسية للتفاضل وقد لاحظنا أن 
عملية التفاضل تهدف إلى إيجاد معدل تغيز ص بالنسبة إلى س في دالة معينة 
وفي کثیر من الدراسات الرياضية یکون مغلوها لدینا معدل التغیر فسي а‏ 
معينة ونطلب معرقة الدالة التي تتغير بهذا المعدل . وبذلك يكون معلوم لدينا 
مشنقة الدالة وباستخدام عملية التكامل يمكن إيجاد الدالة نفسها التي لها هذه 
المشتقة ويرمز إلى تکامل الدالة د (O)‏ بالنسبة إلى س بالرمز . 


د (س) د س وتقرأ تکامل د (س) بالنسبة إلى س 
وتجري عملية التكامل وفقا لبعض القواعد التالية : 


КА \+? ;‏ 
(А)‏ س тана?‏ طسب + ت حيث ث مقدار ثابت . 
v‏ 


(v)‏ (أس + ب) ыз?‏ حيث أ » ب ثوابت 


13 (+ os) 
o йу г ш 
۱ 

)١ + إن‎ 

)©( تكامل حاصل ضرب دالتين = الأولى × تكامل الثانية 
= تكامل الثانية x‏ تفاضل الأولى 
مثال (۱) بسن" دس се T-‏ س bt‏ 
сҮ‏ 

مثال (Y)‏ : ۳ س دس = سس + ث = س + ث 


YoY 
L+ ( >: × التکامل = س‎ DE 
١ 


انیا s‏ كيفية إيجاد الثابت (È)‏ 


مثال )£( : إذا علمت أن ص = ۱۹ عندما س = «Y‏ ص = د (س) . 


n Y Xs y‏ 3 (س) 
ومنها أوجد الدالة ص = د (о)‏ 


Y 
йш” ыа اذا‎ 
١١ = Aly OAM 
۱۱ + "۲ اذا ص <س‎ 
د ص‎ 
МУ Йй ш كام‎ ———— усу. : 
سس‎ TUR مثال (5) : إذا كانت‎ 


دص Т) UTC‏ س۲ - ٠۰‏ س - ۷) دس 


كد 


۲+ من‎ ۷ но سيو‎ дїй Үтте іу 


الحخل : 
د ص 
= این ٤‏ س + ۳ 
C?‏ سس 
د س 2 
TFET‏ 
د ص := л)‏ س - oí‏ ) د س 


.\ عندما س = 


[> 

4 

+ 

< 

| 

Pi 

li 1 


ثالثا : التكامل المحدد 

يستخدم أسلوب التكامل في حساب المساحات مثلا المساحة الواقعة 
تحت منحنى معين ویتم ذلك يوضع حدود على عملية حساب التكامل فالقواعد 
السابقة كلها تعطي lla‏ عامة فعلى سبيل المثال : 


Jaa I‏ ء س = د (س) + ث 
دس 


X ۲ - үгу 2 :‏ 
فاذا اخترنا قيمتين مثل أ » ب.ثم حسبنا قيمة الدالة عندهما فإننا نحصل على ما 
| يسمى بالتكامل المحدد . فالتكامل المحدد إذا يحسب عن طريق التعويض في 
التکامل غر المحدذ بقیمتین احداهما تمثل الحد الاعلی و الأخری تمشل الحد 
айй‏ لعملية حساب التکامل . ویعبر عن ذلك ریاضیا بعدة رموز مشل | 
3 بالرمز |[ UIS,‏ عبارة عن تحدید للحد الأقصى للدالة 
الناتجة عن التكامل عند ب » وللحد الأدنى للدالة الناتجة ely. Ёсе‏ على ذلك 
فإنه يمكننا الحصول على التكامل المحدد للدالة بالتعويض فيها بالقيمة القصوی 
(ш).‏ ثم نطرح قيمتها عند الحد الأدنى » أي أن التكامل المحدد هو . 


ب 
i‏ 


[asas و‎ 


- YA- 


мы,‏ : تطبيقات اقتصادية 
١‏ - فانض المستهلك 
من المعروف أن التمييز في الأسعار يتم من خلال قيام المحتکر 
بتقاضی سعرین لنفس السلعة وذلك عندما يتمكن من تقسيم سوق السلعة إلى 
جزئين منفصلين . وبإتباع نفس القاعدة يمكننا توضيح الحالة التي يتقاضى فیها 


المحتكر عدة أسعار بناء على تقسيم السوق إلى عدة أجزاء » ونستطيع تصور 
حالة متطرفة يتقاضى فيها المحتكر سعرا مختلفا من كل فرد يرغب في شراء 
سلعة (وهي حالة التمييز الكامل في (الأسعار) . یتقاضی المحتكر في هذه 
الحالة أقصى سعر يكون المستهلك على استعداد لدفعه مقايل السلعة Em‏ 

د الكلي РИ ИТ‏ زر ФА]‏ من سس Е‏ 1 

د التمييز الکامل في الأسعار إلا أنها تساعدنا على تصور أقصى سعر 
DOT ааа шга ый ы Са‏ 
. ویمکن حساب المساحة الواقعة تحت منحنی الطلب بحساب التکامل التالي 


حیث د Айз (al)‏ الطلب على السلعة » ء ك التغير في كمية السلعة غير 
أنه طبقاً للسوق فان الإيرادات الكلية التي سوف تتحقق عند السعر التوازني. 


Yo4 .‏ - 
(س*ك) ويعرف الفارق بين أقصى سعر يكون المستهلك على استعداد لدفعه 
وبین ما یدفعه فعلاً بفائض المستهلك » أن آن айа‏ الاك هو الفارق E‏ 
المقدارین السابقین . 
خائض ألم تهلك = [ 2 Je(3)‏ -س* os‏ & 
ә‏ 


ويمكننا توضيح فائض المستهلك باستخدام الشكل التالي : 


35 | كك * 


فائض المستهلك 


لحساب فائض المستهلك عند الكمية التوازنية ك * فإننا نلاحظ أن 
المستهلك كان على استعداد لدفع المقدار (و ك أ ب) في حين أنه دفع فعلا 
المقدار (أس* ك*و) أي أن الفارق هو أب س* المساحة المظللة بالشكل 
السايق . ويمكن حساب تلك المساحة بأخذ الفارق بين المساحة الكلية الواقعة 


SNIN a 
. فعلا‎ Аз йз} تحت منحنى الطلب عند ألكمية ك* وبين الإيرادات الكلية‎ 
: ونوضح ذلك باستخدام المثال التالي‎ 


. أحسب فائض المستهلك عند الكمية التوازنية في نموذج السوق‎ : )۱( Ja 
24 — 15 = س‎ 


ya‏ ۳ 3- + ك2 


الحصل : لتحدید السعر والكمية التوازنية نعوض في شرط التوازن 


درا 
اسسا 


5} س‎ - dde (24-15) 


3x6- (ща 2 -ai15- 
3 


- 1 
ويمكننا حساب. فائض المستهلك وذلك بحساب التكامل بالنسبة للسعر * 
وسوف يساوي . 
em |‏ 
#„ 


ү‏ د (س) е‏ س 

حيث د (س) هي دالة الطلب ۰ ء س التغير في السعر . س* السعر 
التوازني » س , السعر الذي يوضح انخفاض الكمية المطلوبة إلى الصفر 
ويتحدد عند نقطة تقاطع دالة الطلب مع محور الأسعار (الرأسي) . 


مثال (Y)‏ : أحسب فائض المستهلك باستخدام التكامل بالنسبة للسعر في النموذج 
التالي : 5 
س = 42-20 


وذلك عند كل من س=4 › T‏ 


оо 
Ш 


نعبر عن دالة الطلب بالصورة. 


۰ SAY 


ري 
9 

1 
QN — 
© 
T c 
۱ ۱ 


ما عند السعر س = 8 فان فائض المستهلك سیکون 


t’ 


1 20 А 
we (œ 5-10) | 


2 


ос | 
4 (œ q س-‎ 10( 


64—100 = 
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؟ - فائض المنتج 
يعرف فائض المنتج بأنه الفارق بين ما يحصل عليه المنتج من بيعه 
لكمية من السلعه وبين المبلغ اللازم لحفز د على إنتاج تلك الكمية Se‏ ان 


۲۲۲ - " 
المقدار الأخير هو المساحة الو اقعة تحت منحنی العرض АЙ,‏ یمکننا حساب تلك 
المساحة باستخدام التکامل وتساوي 


е (дүз. 9h ү 
2 
ء ك هي التغير في الكمية المعروضة‎ ٠ حيث د (ك) هي دالة العرض‎ 
نلاحظ أن المبلغ الفعلي الذي يحصل عليه المنتج مقابل بيعه الكمية ك* هو‎ 
حاصل ضرب السعر التوازني في الكمية أي أنه يساوي س* ك* وبالتالي فإنه‎ 
: فائض المنتج هو الفارق بين المبلغين السابقين » فهو‎ 
а, (ауз *“[-+д+*, 


ويمكن توضيح ذلك بیانیا بالشكل التالي : 


„Үз 
(s ам) Mc t المستطبا‎ 
على ذلك فان غائض المنتج الفارق بين المقدارين هو‎ eua. نفس | لكمية‎ „Ма ум 


نجزاء المظلل بالشکل . 


| د (س) e‏ س 


"ud E E ded d edd 


مثال : أحسب فائض المنتج لدالة العرض 
س - .2 + 3 ك 
ule‏ بأن السعر التوازني والكمية التوازنية في السوق هما على ترتيب 15 › 3 


лі‏ : يمكننا حساب المنطقة الواقعة قعه 5 تحت منحنى العرضص 


>j‏ (۵3+2) ء ك 


- үле 
0 EI 


= 27.5 
Diis‏ الإيراد الكلي للمنتج هو : 
15 3= 45 


فان فائض المنتج سوف يبلغ 
45 – 27.5 = 27.5 
Y‏ - المنحنیات الكلية والحدية 
آوضحنا أن التحلیل الحدي هو حساب المشتقة الأولى للدالة الكلية ولقد : 
آوضحنا أنه اذا كانت الدالة الكلية تشمل متغیر واحد فان الدالة الحدية لها هي 
المشتقة الأولى » آما لذا اشتملت الدالة على عدد من المتغیرات المسبتقلة فان 
المشتقة الجزئية الأولى بالنسبة "لاحد المتغیرات المستقلة هي الدالة الحدية » 
والآن یمکننا باستخدام التکامل الوصول إلى الدالة الكلية من الدالة الحدية . فعلی 
سبیل المثال فإنه يمكننا تحدید دالة المنفعة الكلية (م ك) لمستهلك ما من خلال 
تکامل دالة المتفعة الحدية (م (е‏ أن — ۱ 


| чег لل‎ 4. 


Y 
أي أن المنفعة الكلية المحققة هي مجموع المنافع الحدية لمختلسف‎ 
الوحدات المستخدمة من السلعة أي المساحة الواقعة تحت منحنى المنفعة‎ 

الحدية . وهذه المساحة يمكن حسابها باستخدام التكامل . 


وبالتالي حساب الإيراد الكلي بأخذ تكامل دالة الإيراد الحدى بالنسبة 


للكميات أي أن : 
أك = [ (e Í)‏ ء ك 

مثال : إذا علمت أن دالة الإيراد الحدی ON‏ ما هي 
أ ح = 4—25 

فأحسب دالة الإيراد الكلي ومقدار تغيره عند تغير الكمية من "5" إلى 99 
а. (el) f oai‏ 


| )25 — 41( ء ك 


1 


loss]‏ الف 


- ۲1۷ - : y 


= 87.5 
مشا : اذا علمت أن التكاليف الثابتة لمنشأة ما هی )25( وحدة وأن دالة 
تكاليفها الحدية هي : 
го‏ -26-20ك +كة 
تاك = f‏ (ت (г‏ ء ك 
, 
de (4+426-20)1 =‏ 


= 20 - 226 +1 ك3 +ث ك 
S)‏ 


أن التكاليف الثابتة هي 5 » فإن دالة التكاليف الكلية للمنشأة هي : 


وحيث ان 


تك = 20 ك - 26 لك + ج 34 + 25 


ويمكن باستخدام التحليل السابق حساب حجم الأرباح "ر" من دوال التكاليف 
الحدية والإيراد الحدى . 


- ۲۷۸ . 


مثال : اذا علمت أن دوال الایراد الحدي و التکالیف الحدية لمنشأة ما كانت 
اج = 49-4326" 
ت ح = 2 + 6 ك 
وأن التكاليف الثابتة للمنشأة هي "14" فأحسب حجم الأرباح عند م الإنتاج 
التوازني . 
SEDET.‏ 2 حت أن 
,= إ(أح-تح) de‏ 


فإننا نحتاج إلى حساب الكمية التوازنية لحساب التكامل السابق بين 
یه Aa‏ وی تزا жаал‏ 
26 — 9 4? 2 + 6ك 


4 4 - 0 E 
(3-) | أي أن الكمية التوازنية ههي:‎ 


Lum 
عا‎ 
© 
ко 
D 
A 
۱ 
c 


"Ae(d 6+2) -Ade 29 - 
3 


Шао عو لد‎ р ux 


مسر 
© 
л‏ 
сл‏ 
li‏ 


- ۹ - 


ә 


مثال : إذا أعطيت دوال الإنتاج الآتية وضح فيما إذا كان عائد الحجم Return.‏ 
to Scale‏ يتزايد أو يتناقص أو ثابت © = الإنتاج و 1 = العمل و K‏ = رأس 


المال : 

Q-2L-*4k 24d 
О= АТ" К" 9 
О= 21 4 k4 ۳5 
Qo4 L5 к" = 
=з 

0-217 +. к+К? ۳ 


| P Ls 
he لمعرفة فيما إذا كانت دالة الانتاج تخضع لتزايد أو تناقص أو ثبات‎ 
(А) الحجم فاننا نقوم بضرب جميع عوامل الانتاج في. الدالة في‎ 
' О=21+4К | i 
QI - 2۱+ 4۸k 


=А(21.+4К) 
=AQ 
ففي هذه الحالة دالة الانتاج تكون خاضعة لثبات عائد الحجم » ذلك لأننا ضربنا‎ 
مضروبة‎ (О) فنتجت كمية منتجة تساوي الكمية السابقة‎ (А) عوامل الإنتاج في‎ 
. )8( في‎ 
Q= AL? K’ 
,و‎ 2۸ (АІ (АК) = AU =۸ * Q 
3 


ال 


وعليه : فان عائد الحجم يكون ثابتا عندما يكون (1 = 0 + (a‏ ۰ كما هو الحال 


فى دالة Cobb-Douglas‏ أما إذا كانت B» I)‏ 2) فيكون هناك تزايد في 
عائد الحجم » و عندما يكون )1 (at b»‏ يكون هناك تناقص فى عائد الحجم . 


V 
al 

| 

£5 

+ 
[on 
= 
2 

ll 

мМ 
۳ 

—[ دا 
^ 
=[ 


ج + e‏ تكون Ч‏ 
وعلية فإن الدالة تكون خاضعة لتناقص عائد الحجم . 


Q-4L 95 K 99 "nr 
[> 1.25 < + 
. و عليه فان الدالة تکون خاضعة لتزاید عائد الحجم‎ 
© - 2 12 +L K+ 2 -a 
2-0 (А LA К)җ(А Kf =(2 L^«L K+K?) VQ 


i - Yy). 
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